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Vorwort. 



. l^enn es einigermassen verdienstlich ist, weniger zur Erweite- 
rung als vielmehr zur grösseren Verbreitung einer Wissenschaft das 
Seinige beizutragend so hoffe ich mit der Herausgabe vorliegender 
Schrift keine überflussige Arbeit unternommen zu haben. Sie soll 
nicht mehr noch weniger als ein Compendium für akademische Vor- 
lesungen und zugleich ein Lehrbuch zum Selbstunterrichte sein, was 
vielleicht den Freunden der Wissenschaft um so willkommener ist, als 
noch kein Werk e&istirt, welches die zahlreichen in verschiedenen 
Zeitschriften und einzelnen Werken zerstreuten Erweiterungen ent- 
hielte, womit die Theorie der Differenzen und Summen in neuerer 
Zeit beschenkt worden ist. Gleichwohl wird man nicht zu erwarten 
haben, dass ich jede zu meinem Thema gehörige Betrachtung, die ir- 
gend wo einmal vorkommt, in extenso mittheile, denn einerseits sind 
mehrere ältere Arbeiten durch neuere umfassendere Spekulationen 
überflüssig geworden, andererseits bestimmten mich praktische. Rück- 
sichten, manche sehr weitläufige Untersuchung wegzulassen, die ent- 
weder nur einen geringen Grad von Allgemeinheit besass, oder zu 
so unförmlichen Resultaten führte, dass man ihre praktische Brauch- 
barkeit in Zweifel ziehen musste. — Den literarischen Angaben habe 






ich die möglichste Vollständigkeit zu verschaffen gesucht, ihre etwaigen 
Mängel aber bitte ich mit den beschränkten Verhältnissen eines unbe- 
soldeten Professors und mit der im mathematischen Fache ganz ausser- 
ordentlichen Aermlichkeit unserer Universitätsbibliothek entschuldigen 
zu wollen. — 

Besondern Dank endlich schulde ich Herrn Dr. Wkegand für 
die gelallige Uebernahme der Correktur und dem Herrn Verleger für 
die elegante Ausstattung des Buches. 



Jena im August 1848. 
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Erster Theil. 

IMffereiizenrecluiiuig. 



$. 1. 

Die Funktionen und Ihre Differensen. 

Hie allgemeinste Abstraktion, zu welcher sich die Mathematik im 
Verlaufe ihrer stufenweisen Ausbildung erhoben hat und zugleich die 
höchste, zu der sie sich überhaupt erheben kann, ist der Begriff des 
unbestimmt allgemeinen Zusammenhanges zwischen zwei oder mehreren 
veränderlichen Grössen. Man gelangt zu demselben, wenn man es ver- 
sucht die Gränzen der Elementarmathematik dadurch zu erweitern, dass 
man alle die Beschränkungen, welche den Grössen, womit sie sich 
beschäftigt, auferlegt sind, so weit als diess überhaupt thunlich ist, 
wegschafft Betrachten wir nun den Gegenstand der niederen Arith- 
metik naher, so inden wir eine Reibe von Regeln ♦ welche uns die 
Anwendung gewisser Recbnungsoperationen lehren, vorausgesetzt, dass 
die Grössen, auf welche die Operationen angewendet werden sollen, 
bestimmte aus einer angegebenen Menge von Einheiten zusammengesetzte 
Zahlen sind« Wollen wir die Beschränkung, weiche in der bezeich- 
neten Voraussetzung liegt, aufheben, wollen wir die Grössen gewisser- 
maßen aus dieser Starrheit erlösen und in Fluss bringen, so müssen 
wir zum Begriffe der willkührlich veränderlichen Grösse aufsteigen. 
Damit allein, oder auch mit der Verallgemeinerung, dass man sich 
mehrere solcher veränderlichen Grössen dächte, würde aber nicht viel 
und am allerwenigsten eine Rechnung anzufangen sein, denn bei der 
Beweglichkeit jeder dieser für sich variablen Grössen würde sich die 
ganze Abstraktion ins Unbestimmte hinein verlieren. Diess nöthigt uns 
zu einem neuen Schritte, wir sind nämlich gezwungen eine Verbindung 
dieser Veränderlichen hinzuzudenken , einen Zusammenhang ähnlich dem 
zwischen Ursache und Wirkung. Dieser Zusammenhang zwischen zwei 



oder mehreren Variabein bildet, ganz unbestimmt und allgemein ge- 
dacht, den Begriff der Funktion, den wichtigsten der höheren Mathe- 
matik. Sind z. B. zwei veränderliche Grössen x und y durch die Glei- 
chung y = 2a; + 3 mit einander verbunden, so erkennt man leicht 
einen wesentlichen Unterschied zwischen den Aenderungsweisen dieser 
Variabein. Sobald nämlich x schlechthin willkührlich angenommen 
werden darf, findet sich y durch die aufgestellte Gleichung von selbst 
und jeder individuelle Werth des x zieht einen ihm entsprechenden 
nach einem gewissen Gesetze gebildeten Werth von y nach sich. So 

erhält man für x = 0,1,2,3,.... der Reihe nach y = 3,5,7,9 

Wir unterscheiden daher unabhängige und abhängige veränderliche 
Grössen und in sofern diese mit jenen durch eine gewisse Gleichung 
verbunden sind, nennen wir eine Grösse der letzteren Art eine Funk- 
tion von einer Grösse der ersten Art. So ist in jeder der Gleichun- 
gen y = (x — l) 2 , y = logx, y = sinx jedesmal y eine Funktion 
von x, aber auch jedesmal das Gesetz, nach welchem sich y aus x 
bildet, d. h. die Nütur der Funktion verschieden. Die Bezeichnungs- 
weise dafür besteht darin, dass man für die variabeln Grössen die 
letzten Buchstaben des Alphabetes und für die Funktion einen der 
Buchstaben F,f,q>,tp,x etc. braucht, auf welchen man die unabhän- 
gige Veränderliche in Klammern eingeschlossen folgen lässt. Eine 
Gleichung wie y =■ f(x) bedeutet demnach: mit Hülfe gewisser nicht 
näher bestimmter Rechnungsoperationen lässt sich zu jedem indivi- 
duellen x ein zugeordnetes y finden. — Man kann auch x und y 
ihre Rollen vertauschen lassen ; sieht man z. B. in der Gleichung 
y = 2 a? +3 jetzt y als unabhängige und x als abhängige Variabele 
an, so wird x = -~ (y — 3); in ähnlicher Weise folgt aus jeder Glei- 
chung wie y = cp (x) eine andere von der Form x = xp (y). — Es 
versteht sich nach dieser Bestimmung fast von selbst, was man sich 
unter einer Funktion zweier oder mehrerer unabhängiger Variabein 
zu denken habe, nämlich eine Grösse, welche von zwei wiUkührlichen 
Veränderlichen zugleich abhängt; ein Beispiel hierzu gäbe die Gleichung 
y = x 2 + logz, worin y als Funktion von x und % erscheint. Das 
allgemeine Schema einer Funktion zweier Variabein wird in Zei- 



chen durch y =. f(x 9 %) dargestellt, ebenso worden y = F(x,%,u), 
y = (x,z,u,t) u. s. w. Funktionen von drei, vier Variabein u. s. w. 
ausdrücken. Auch hier kann man einen Rollentausch unter den vor- 
handenen Veränderlichen vornehmen; aus der Gleichung y = f(x,%) 
folgt z. B. x = q>(y,z) und z = ip(x,y) und ganz ähnlich verhält 
sich die Sache mit den übrigen Gleichungen der Art. 

Der Begriff der Funktion bringt uns nun von selbst auf eine 
Frage, welche zu dem Thema unserer Untersuchungen, den Differen- 
zen variabler Grössen, hinleitet. Lassen wir nämlich in einer Gleichung 
wie y = f(x) die unabhängige Veränderliche x um eine bestimmte 
uns bekannte Grösse A zunehmen, so wird sich im Allgemeinen auch 
die abhängige Variabele y ändern, aber da wir nicht wissen um wie 
viel, so liegt die Frage nach dem Betrage dieser Aenderung am näch- 
sten. Sowie nun f(x) den früheren Werth von y darstellte, so be- 
zeichnet, nachdem x + h an die Stelle von x getreten ist, fix + h) 
den neuen Werth von y, und da offenbar 

fix + h) =, f(x) + [fix + h)-fix)} 
ist, so giebt der Unterschied fix + h) — fix), die Grösse der Aende- 
rung von fix) oder y an. Diesen Unterschied nennt man die Diffe- 
renz der Funktion fix) und bezeichnet sie mit J fix), wobei man 
sich nur hüten muss das Zeichen J mit einem Faktor zu verwech- 
seln. Es ist daher identisch, da es sich blos um die Definition eines 
Zeichens handelt: 

1) Jfix) = fix + h)-fix) 
oder man kann auch sagen: aus der Gleichung 

2) y = fix) 

folgt, wennn sich x um h ändert, die neue Gleichung 

3) Jy = fix + h)- fix). 

Setzt man in der ersten Gleichung ganz einfach fix) = x, so giebt 
dieselbe 

Jx =5 ix + k) — x == h 
und hierin spricht der Calcül gewissennassen die Forderung nach Con- 
sequenz in der Bezeichnungsweise aus. Die Gleichung sagt nämlich, 
da die Aenderung von. fix) mit Jfix) bezeichnet worden ist,, so 
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würde es consequent sein , die Aenderung von x, nämlich h, durch Jx 
anzudeuten. In der That werden wir auch diesen Fingerzeig fiberall 
da benutzen, wo der Vortheil einer eleganten Form den der Kürze 
überwiegt und dann 

Jfcx) =b f(x + J<B) — f(x) 

an die Stelle der Gleichung 1) treten lassen. 

$♦ 2. 

Ute Differenzen der einfachsten Funktionen« 

Um das im vorigen Paragraphen Gesagte durch einige Beispiele 
zu erläutern, wollen wir die Differenzen einer Anzahl von speziellen 
Funktionen entwickeln , und zwar wählen wir für die letzteren die ein- 
fachsten Funktionen , auf welche die Arithmetik und Geometrie hin- 
führen. 

Gehen wir von der Potenz aus, so bietet schon die einfache 
Gleichung 

1) b« = c 

Gelegenheit zur Bildung von mehreren verschiedenen Funktionen. Da 
nämlich in ihr drei verschiedene Grössen vorkommen, so kann man 
immer je zwei von ihnen als veränderlich und die dritte als unver- 
änderlich ansehen, und diess giebt drei verschiedene Hauptlalle, welche 
wir der Reihe nach betrachten wollen. 

I. Ist a unveränderlich und ändern sich b und c, so kann man 
entweder b = x und c =s y oder b = y und c = x setzen, wobei 
x immer die unabhängige Variabele bezeichnen möge. Man hat dann 

af = y und y a ' = x; 
entwickelt man aber y aus der zweiten Gleichung, so sind die beiden 
Funktionen 

y = x 0, und y = x a 
nicht wesentlich von einander verschieden, denn beide heissen Poten- 
zen und stehen unter dem gemeinschaftlichen Schema 

2) y = *P. 

Daraus folgt sogleich: dy =e ($ + ky — <*P, oder 



• \ 



3) ■■j $saa p[(t + Lf-i]. 

IL Ist b unveränderlich* so kann entweder a = x und c ** y 
oder a = y und c = x sein. Der erste Fall giebt die sogenannte 
Exponenzialgrösse b* und für 

4) y = ¥ 

findet man Jy = fr*+ fc — b x oder 

5) Jy = (t*— l)fr". 

Der aweite Fall fuhrt, wenn man die entstehende Gleichung 5 j ü » 
nach y auflöst, zum Logarithmus» nämlich 

6) y = foja? , (bas.6) 

und dann wird ^/y a* %(«?4-Ä)-^fe^»^der 

DI. fit ein ümfctiHrte* tf endlich erhält man , wettü zuerst a = a? 
ttüd fr ä y gesetzt wiwf 

8) y* = c oder y = c* 

i i 



und folglich , //y = c*+ fc — c* 

ferner für a = y und 6 =±= x 

s& = c. 
Nimmt man beiderseits die Logarithmen in dem Systeme mit der Basis 
c, so giebt diess ylogx = 1 oder 

und hieraus findet man ohne Schwierigkeit 

h 

10) Jy = — 



logx.log(x + h). 

Eine weitere Quelle verschiedener Funktionen ist die Goniome- 
trie, weil wir auch hier zusammengehörigen Paaren veränderlicher 
Grössen begegnen, wie z* B* Bogett und Sinus, Bogen und Tangente 
ete. Um aber nicht beftannte «nd unbenadnAe Zahkta ckii'öh einander 
zu habcnl, wollen wir die Bögen säfflnföicik bt Theüen dete Halbmes- 
sers ausgedrückt voraussetzet , stf dass es in diesem Sinne zu jeder 
abstrakten Zahl a einen Sinus , Cosinus u. s. w. giebt. Die Reduktion 
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emes solchen unbenannten Bogens auf Grade geschieht leicht durch 
d,e Bemerkung dass der Länge n der Bogen von 180« entspricht, dass 
«ft-Mfc. Gradea,^ f , W e, che „ ^ . gehM> ^ ^ 

n : a = 180° : g° 
gefunden werden kann. - Eine Gleichung wie * = *.. giebt nun 
zunächst Air a = x, b = y : 

11) l — .- 

J y = sin x 

mithin ^j, « ■*,(. + *)-*,. oder-unter Anwendung der bekann- 
ten Formel iina—sinß = 2$i*?=£ co$2±i. 

Setzen wir dagegen « - f . » - ., M fat in der Gleich . _ 
nunmehr „ derjenige Bogen, dessen Sinus die Länge . hat Da es 
aber solcher Bögen unzählig viele giebt, so wollen wir aus denselben 
nur den kleinen hervorheben, d. h. dasjenige zwischen o und -L „ 
enthaltene y, für welches ,m y . . ku Bezeichnen wir diesen Bo- 
gen mit Aresin x, so wird 

' y = Aresin x * 

ferner ^ y== ^»(h*)-^,, ' worau8 man durch 
düng der Formel *) 



Qa.dr.nten hegen, nnd *,„ = «,„„, = , |gt> „ f()J ^^Z^^- 
cosv = / !_£». ^ geometrische Forme] ▼ 

"°(" — ») = «»«co*t> — smtcotu 
verwandelt sich hierdurch in 

Itr.«"^ ^ 8emaChten V °~ nn « e » — — * **r Bogen ist, „ 

Andererseits folgen der wegen der dem . and . «gewiesenen Grtnzen .u. *,„ = « 
und m. ß die Gleichungen . = 4,«*,«, 9 = Arttinßf dowh deren Snbslitati<m 
*• vo W Rel.t,o„ Aschen «, ,, « ond , in „;, oben ciürte Folml ^ 
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Aresina— Aresin ß = Aresin (a/*l — ßt—ß/'l — a*) 
soglßich die Differenz erhält >' 

14) Jy = imm[(a? + h)fl —x 2 — xSl — (x + ä> 2 ]. 

In ganz derselben Weise entstehen aus der . Gleichung b = eosa zwei 
verschiedene Funktionen. Die erste ist 

15) y =r cosx 

mit J y =. cos (x + *) — cos a? oder unter Anwendung der Formel 

eosa — cosß= — 2stn — ^-.fin— ^- 

16) //y ae — 2*in-5-.«t»(aj + -g-). 

Die zweite hieher gehörende Funktion ist 

17) y = ilrccosa;, 

wobei wieder iirecos a? den kleinsten derjenigen Bögen bezeichnet, 
welche x zum Cosinus haben, oder y als Bogen des ersten Quadran- 
ten vorausgesetzt wird. Bemerkt man, dass dieser Definition zufolge 

Arecosx =■ y — Aresin x 

ist, so hat man Jy = — [lrotn(a> + A) — ircitiia?] d.i. nach dem 
früheren 

18) Jy = — Aresin [(x + h)^l—x 2 —x/ % l — (x + h)*\. 
Aus der Gleichung b = tan a entspringen ebenfalls zwei Funktionen, 
je nachdem man a = x und 5 = y oder a = y und 6 = a? nimmt. 
Die erste dieser Funktionen ist 

19) - , y ss tanx 

und wenn man hier die Differenz Jy = tan(x + h) — tanx mit Hülfe 
der goniometrischen Formel 

tance — tanß = — - — ~ 

r eosa . cos ß 

umwandelt, so wird 

sink 



20) Jy = 



cosx . cos (x-\-hy 

Im zweiten Falle x = fotty folgt dagegen, wenn y als spitzer Bogen 
vorausgesetzt wird, 

21) y = Ar et an x, 
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und durch Anwendung der bekannten Formel *) 

Arctan a — Ar et an ß == Arctan . . F a 
auf die Differenz Arctan (x + h) — Arctan x wird jetzt 

22) Jy =- Arctan l+ ^ h> 

Gehen wir endlich von der Gleichung b = cot a aus , so ist einer- 
seits für a s=s m f b = y 

23) y = cetx 

und wenn wir für die Differenz Jy = cot(x + h) — cotx die goniome- 
trische Formel 

tota — cotß** — ■- . ■ . i 

r stna.stnß 

benutzen, so ergiebt sich 

24) Jy = - **' 



Andererseits giebt die Gleichung b = cot a für a= y > b = x, wenn 
y als spitzer Bogen vorausgesetzt faird 

25) y = Arccotx. 

Berücksichtigt man hier, dass den Definitionen ton Arctan & und 
Arccotx zufolge die Gleichung 



n 



Arccotx = y — Arctan x 



statt findet, so hat man Jy = — [Arctan (x + h) — Arctan x] oder 



*) Für tan u = a, tanv = ß verwandelt sich die goniometrische Formel 

. tanu — tanv 

*«»(« — 9) — l + tanutattt 

in 



tan 






Sind u und v beide spitze Bögen und «>«, so ist auch u — v ein Bogen des ersten 
Quadranten und mithin 

u — v = Arctan p 



l+t*fi. 

Airdererseitft folgen aber mter den gemachtes VforwissetzuiigeD sms den Gleichungen 
tan u = a, tanv =z ß die neuen Gleichungen u = Arctan a, v s» Arctan ß, durch 
deren Substitution die vorige Beziehung zwischen «, r, « und /? in die oben benutzte 
Formel übergeht. 
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26) Jy^-Ärctan l+m k (m+k% 

Die kleine Formelnsammlung, welche durch diese Betrachtungen zu 
Stande gekommen ist, wird man nun leicht zur Bildung von Beispie- 
len für die späteren allgemeinen Theoreme der Differenzen und Sum- 
menrechnung benutzen können. 

Die Differenzen zuMnunengeaeteter Funktionen« 

Sind die Funktionen nicht so einfach, dass man wie im vorigen 
Paragraphen ihre Differenzen unmittelbar entwickeln kann, sondern 
vielmehr aus einzelnen Funktionen zusammengesetzt, die man für sich 
wohl differenziren könnte, so entsteht die Frage, nach welchen Ge- 
setzen sich die Differenz der Gesammtfunktion aus den Differenzen der 
einzelnen Bestandteile zusammensetzt. Wir wollen diese Frage unter 
der Voraussetzung beantworten, dass die complizirtere Funktion mit 
Hülfe der vier Grundrechnungsarten aus anderen Funktionen gebil- 
det ist. 

I. Sei zunächst f{m) eine Summe oder Differenz mehrer anderer 
Funktionen, also etwa 

f(x) = <p{x) ±tp(x) ±%(x) ± . .. . . 
oder kürzer 

1) yt=r« + f> + i*+ 

wobei man nur zu merken hat, dass y,u,»,... sämmtlich Funktio- 
nen einer unabhängigen Variabelen x bedeuten, so zieht diq Aende- 
rung des x eine gleichzeitige Aenderung von y,u,v,w,... nach sich. 
Geht also x in x + A über, so treten y + Jy,u + Ju t v + dv, 
w + dw,... an die Stellen von y ,u,t> t w,... und es ist dann 

y + Jy = (u + Ju)±(v + Jv)±(w + Jw)±.... 
hieraus folgt durch Subtraktion der Gleichung l), 

2) Jy = Ju + Jv + Jto + 

Schreibt man für y seinen Werth, so erkennt man aus der Gleichung 

d(u+ + 10 + ....) ss z/tl+*/t>+z/tO+.... 
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dass sich das Zeichen J auf den Inhalt einer Parenthese ähnlich ver- 
theilt wie ein gemeinschaftlicher Faktor, eine Analogie, die wir spater 
weiter verfolgen werden. 

IL Ist f(x) ein Produkt aus zwei andern Funktionen q>(x) und 
x[j(x) also f(x) = q>{x)\p(x) oder 

3) y = uv, 

so folgt, wenn sich x um h ändert, 

y + Jy = (u + Ju)(v+Jv) 

= uv + uJv + vJu + du . Jv 
und durch Subtraktion der Gleichung 3) 

4) Jyr=uJv + vJu + Ju.Jv< 

Wäre einer der Faktoren u und v constant, etwa v = k 9 d.h. ent- 
sprächen den verschiedenen Werthen von x nicht verschiedene Werthe 
von v, sondern immer einer und derselbe k, so würde eine Aende- 
rung des x keine Aenderung des v nach sich ziehen oder es wäre 
Jv = o. Aus 

5) y = ku 
folgt also dann 

6) Jy=kdu, oder J(ku) = kdu. 

Aus diesem und dem unter I. bewiesenen Satze tagst sich nun ein 
allgemeineres Theorem herleiten. Ist nämlich 

7) y = Au + Bv + Cu> + .... 

wo A,B,C,... beliebige positive oder negative von x unabhängige 
Zahlen, also relative Constanten bedeuten, so ergiebt sich 

8) Jy=AJu + BJv + CJw .+ .... 

III. Ist endlich f(x) gleich einem Quotienten -^fl oder 

•> y=r 

so wird durch Aenderung des x 

und wenn man die Gleichung 9) davon subtrahirt unter Reduction auf 
gleichen Nenner 

10 > J 9=* «fr+A). 
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Diese Formel könnte z. B. dazu dienen, um aus den Differenzen von 
cosx und sinx die von tanx abzuleiten, indem man tc= cosx und 

v = sinx setzte. 

» 

§ ♦ •*. 



Differenzen näherer Ordnungen, 

Da die Differenz eine/* Funktion von x immer wieder eine Funk- 
tion derselben Variabelen ist, so muss es offenbar möglich sein, die 
Operation des Differenzennehmens auf diese neue Funktion anzuwenden, 
das dabei erscheinende. Resultat ebenfalls wieder zu differenziren u. s. f. 
überhaupt die gedachte Operation beliebig vielmal nach einander vorzu- 
nehmen. So giebt die Gleichung 

Jy=f{x + K)—f{x) 
wenn man beiderseits die Differenz nimmt 

J(Jy) = Jf(x + h) — 4 fix) 
wofür man kürzer zu schreiben pflegt 

J 2 y = Jf(x + h)—Jf(x) 
Da man nun die Differenzen auf der rechteö Seite entwickeln kann — 
es ist nämlich Jf\x + h) = f(x +. 2*) — f\x + h) und Jf(x) =± f(x + h) 
— f( x ) — so erfahrt man hierdurch die Bedeutung der zweiten Diffe- 
renz von y. Nochmalige Differenziation gäbe jetzt 

J(J*y) = J{Jf(x + h))—J[Jf(x)) 
oder 

J*y = J*f(x + h)—4*f(x) 
und da man vorhin die Bedeutung der zweiten Differenz kennen gelernt 
hat, so lässt sich die rechte Seite- entwickeln und lehrt, was unter 
J 3 y zu verstehen sei. Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, 
ist unmittelbar klar und es bedarf nun noch einer Untersuchung über 
das Gesetz , nach welchem sich die suecessiven Differenzen von y bilden. 
Bezeichnen wir zur Abkürzung öle Funktionen 

f(x+h) , f(x+2k) , f(x+dh) , f(x+$h) 

worin $ eine positive ganze Zahl bedeutet, mit • • 

Vi * Vi * Vi > ••••• * 



Differenz zufolge die Gleichungen 

Jy = y%— y% 

4y% = y%— Vt 

i) { 4y% = yz—y% 
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würde, so gelten dem Begriffe 



Jy*-+ = ys— y*-i 

Nimmt man die Differenz der ersten Gleichung, so wird 

^*y=^yi— ^y# = (yi— *i)— (ä— y 6 ) 

oder 

hiervon ist wieder die Differenz 

J*y=zJy % —2Jy t +Jfr 

= (y*—yi)—2(y%—yi)+(yi—yg) 

oder 

^ = & — 3y* + 3y, — y § . 
Eine nochmalige Anwendung derselben Operation würde zu der Glei- 
chung 

^*y = y#— 4tf 3 + «yi — %i + sr§ 

fahren und man sieht leicht, dass die allgemeine Form dieser Glei- 
chung durch 

J'y—yB—Arf^ + 1^,^— ±Ä 8 jfo 

ausgedrückt wird, worin A^ ,Ä % ,^A 8 gewisse constante nur von s und 
ihrem Index abhängige Coeffizienten bezeichnen, deren Bildungsgesetz 
noch unbekannt ist. Ein BKck auf die bisherigen Coeffizienten 

1,1 

l,2 f l 

1,3,3,1 
1,4,0,4,1 



führt aber auf die Vermuthung, dass j^ ,i a ,...i« mit denjenigen Zahlen 
identisch sein könnten, welche angeben wie viele Combinationen zu je 
ein, zwei, drei ... $ Elementen sidi aus * Elementen bilden lassen, 
wonach 



sein müsste. Bezeichnen wir diese Zahlen mit $ % , $ 2 , s z , ... so wäre 
jetzt 

J'y = y«— *iy*-t + s a y*-*— .... 

Ob diese Annahme richtig sei oder nicht, muss eine neue Differenz 
zu erkennen geben. Man hat dann 

z/'-Hy = Jy 8 —s t Jy^ + 8 1 Jy 9 ^ % — .... 
oder wenn man auf jedes Glied recht den Satz Jy n = y»+i — U* an ~ 
wendet 

j'+iy = (y 8+1 — y 9 )—s t (y s —y*-i) +h<y9-t — y*-*)— • ... 

d. i. durch Vereinigung der Glieder mit gleichen Faktoren 

—(s x +8 z )y^ + .... 
Man hat aber 

_ ${*— !)(«— 2... (*— n + 1) , *('—!) fr — 2) ....(—»+ 1) fr— n) 
~~" 1.2.3....n "*" 1.2.3 w .n(n«+-l| 

— «('— !)('—*) -- (?—» + !) Fi . JLzJLl 
1.2.3....n ^^ L ^ n+I J 

~~ 1.2.SL..*(tl + l) 

d* i. weil der teUte Ausdruck so aus *+l gebildet ist wie i*h aus * 

und wenn man diess in der Gleichung für J*+ l y benutzt, so wird 

J>+iy = y^ — («+l) 1 y« + (*+l) s y*-|— .... 
Otts Nämliche würde bko auch aus der Formel für d*y erhalten bä- 
hen» wena maft dort i+l far i schriebe. Die Formel bleibt also für 
d*+ x richtig, weoa sie es für z/ 8 war, und da sie für $ = 1 gilt, so 
ist damit ihre Allgemeingültigkeit bewiesen. Wir haben demnach 

3) d'y = »a— s k y^ + $ % y^, — .... + (— l) 8 s a y 

wofür man vermöge der Bedeutung von y> &>&«••• auch die Glei- 
chung 

4) J*f(x) = f(x+$h)—$ t f(x+^ih) + * fa+7=ik)—.< 

-K~i)**,A*) 

substituiren könnte. 
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So hat man beispielsweis für f(x) = b*, 

J*b* = &*+** — «j^+^-DA + äj^+C»-'^— 

.... +(— 1)«*,6* 

oder 

5) ^/'6* = 6*[(6 h )'— 5 t (6 h )*- 1 + *,(6 fc )*- 1 — ....+(— iy$ 8 ). 
Da man hier die auf der linken Seite vorkommende Differenz s^r 
Ordnung auch unabhängig von der rechten Seite für sich entwickeln 
kann, so gelangt man hierdurch zum Beweise eines neuen Satzes. Es 
ist nämlich 

J*b* = (&—l)Jb* = (&*— 1) 2 6* 
JH* = (6*— l)*^/fr* = (6*— l) a 6* 



und folglich, wenn man diess in No. 5) substituirt, 

(6*— 1)* = (6Ä)*_, | (6*)^-i+5 J (6*)--2__.+(—l)^ g 

oder wenn man 6* = % setzt 

(z—iy = *«— s t «*~ i )+s,ä*- i -....+(— l)««, 

so dass also auch die Differenzenrechnung einen Beweis für den bino- 
mischen Lehrsatz bei ganzen positiven Exponenten liefern kann. 

Nimmt man als zweites Beispie] für das Theorem 4) / , (ar) = iu m , 
wo m eine ganze positive Zahl bezeichnen möge, so wird 

6) J 8 (x m ) = (x+8h) m —8 t (a?+i=T*) m +*, (s+i=2ft) w — 

..>.. + (— i)°s 8 tf* 

Auch hier kann man wenigstens in einigen Fällen den Werth der lin- 
ken Seite unabhängig von der Reihe rechts entwickeln und dadurch 
wieder zu einem neuen Satze gelangen. Es ist nämlich 

J{o^) = (x+h) m — s 1 * 
oder wenn man auf (x+h)m den binomischen Satz anwendet 

wofür wir kurz schreiben wollen 

J(x*) = mx^ i h+A i a^ 2 h 2 +B t at*-*h*+ 

Hieraus ergiebt sich nun weiter 



17 

J\x m ) = mhJix 1 *- 1 ) + AtWJidt*- 1 ) + * 1 A , ^/(« m - 1 ) + .... 
d. i. wenn man für jedes einzelne Glied das vorhin Gefundene benutzt 

J\x") = mh[(m— 1)***- 2 A + i^tyjj*-*) ^m-i^i + _j 
+ i, A 2 [(ro— 2)*">- s A + (*-2)(m--8) ^.^ + ^ 
+ B,A 8 [(ro— 3)**-^ + J?=dÄ2zfL a ^v + ....] 

+ 

Indem man hier diejenigen Glieder, vereinigt, welche gleiche Potenzen 
von x enthalten, erkennt man leicht, dass sich die zweite Differenz 
von &* unter die Form stellt 

J*{a>*) == m(m— I)*"- V + A^*-*k* + B a *"»-«A« + .... 
Hiervon ist nun weiter die Differenz 

J^x») = m(m— l)h?J(x n *- 2 ) + AJ^Jf^x^ 1 ) 

+ B^Ji*»-*) + 

und wenn man die Differenzen auf der rechten Seite entwickelt, so 
erhalt man ein Resultat von der Form 

J\x m ) = m(ro— l)(w— 2)**~V + ij*" 1 -**« 

+ B a a*-*A* + .... 
Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, erhellt von selbst und 
zugleich erkennt man, dass mit jeder neuen Differenz eine Erniedri- 
gung der Potenzen von x eintritt. Da andererseits auch leicht einzu- 
sehen ist, dass keine negativen Potenzen von x vorkommen können, 
so erkennt man hieraus zusammen die Richtigkeit der Gleichung 

^»(«»») = m(m — l)(m-2)...(m — ^ZI)a^ | - :m A m , 
welcher zufotge die mt* Differenz von x** sich auf eine von x unab- 
hängige oder constante Grösse reduzirU Man hat dann weiter 

J*+ l (a») = , J-*^) = , ... u. s. f. 
Es ist daher leicht, den Werth von //•(«*) Air die zwei Fälle anzu- 
geben, wo s entweder = m oder > m ausfallt, nämlich 

J»(x*) — 1.2.3...«i.A" für * = m 
= für « > m. 

Diesen zwei besonderen Fällen entsprechend giebt nun die Gleichung 

6) für s = m 

2 
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m 



7) 1.2.3....W.A* 

a= (fiF+mfc) M — W, (tf-f Ü— lfc) m + «lj<*-f m^2Ä) w — ...... 

und HV s >w 

8) == (x+sh) m —s i (x+J=Äh) m + s 2 (x+7=2h) m — .... 
für x t= erhält man daraus die beiden speziellen Sitze 

1.2.3...m = «t* 1 -^«, (m— l) w + »^(ro— 2) ro — 

und 

= s m — s,(s— l) m + * 2 (*— 2) m — * 3 («— 3) m + .... 
wobei aber s >m sein muss. Nimmt matt dagegen in No. 7) x = 1*, A 
= l,ro — j> — 1, so ergiebt sich die gleichfalls bemerkenswerthe Spe 1 
zialisirung *) 

1.2. 3.... 0—1) 

= p*- 1 — (p— Vib-iy- 1 + (p—v)i<p-2r % -(p-ih(j>-3)p * + .::. 

Als drittes Beispiel für die Formel 3) oder 4) benutzen wir die An- 
nahme f(x) = sinx; es ist dann 

9) J 8 sinx 

= sin(x+sh) — «i *m(tt+5^?A) + s t sin(x+7^2h) 



*) In den ZtwStaen zu Bwtufs Algebra (1776) leitet Laplaee hieraus das Wtl- 
son'sche Theorem Aber Primzahlen auf folgende Weise ab. Da 1 s=:(p~l), — (p— i)« 
-J-(p — l) t — .». ist, so hat man 

1.2.3,...(fi— 1) + 1 

— G>— i)i£(p— s)^ 1 — 1] + „. . 

Zufolge des Format* sehen Satzes ist aber Q?~ — 1 immer durch p ohne Rest theübar, 
sobald p eine Primzahl und a kein Vielfaches von p ist Daraus ersieht man, dass 
jedes Glied der Reihe rechts durch p aufdividirt werden kann und ein Resultat von 
der Form 

1.2.3. (p-D + i = pP .^ (p _ lhGt + (p _ l)iGa __ 

giebt, worin G l ,G i ,G 3 ,... positive ganze Zahlen bedeuten. Da aber die Binomial- 
koeffizienten (p — l)i,(p — 1) 2 etc. immer ganze Zahlen sind,, so erkennt man, dass 
die rechte Seite eine ganze Zahl ausmacht. Da nun dasselbe für die linke Seite gel- 
ten muss, so folgt, dass 1.2.3... (p-l)-fl jederzeit durch p aufgeht, wenn p eine 
Primzahl ist, und hierin besteht das Theorem von Wilson. 
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Andererseits hat man aber 



Jsin x = 2$in — . cos (x + -^) 

& Ja 

Jhinx == 2«tn-2» . Jco8(x+-^) 
oder wenn man die Differenz auf der rechten Seite nach der Formel 
für Jcosx entwickelt, indem man x+-g an die Stelle von x setzt 

Jhin x ±ss — (2*tn -5-) «* ( x + ~-q*)- 
Man findet dann weiter 



oder 



J*sinx = — (2stn— ) Jsin(x+-^-) 



Jhinx *z — (2sin^r) co$(x+~z-) 



J A 8tnx = + (2*m-£) *t»(a?+— ) 
Jhinx =i + (2*m -) «^(05+-^-) 



Und mit einiger Aufmerksamkeit wird man leicht bemerken, dass der 
Zeichenwechsel nach dem Schema 

vor sich geht» Berücksichtigt man noch , dass eine Reihe wie 

+ eo8z t , — 8tn% % , — cosz z , + sinz A , + casz s , — 
unter der Form 



dargestellt werden kann, also das ste Glied derselben durch sin(-^-+z s ) 
ausgedrückt wird, so erhäJ* man 

1 0) J*sin x = (2sr n — ) sin(x + s 2 ) 

mnd durch Vergleichung mit No. 9) gelangt man zu der Summenformel 

li) •. (a ^|/«»( Ä -h,^+t> • 

= 8tn(x+sh) — 8 t $in(x +T^ih) + s 2 sin(x+7^2h) — 

Ganz ähnlich lässt sich die Betrachtung für die Spezialisirung fix) 
== c**a? durchfuhren. Die Formel 4) giebt nämlich 

2* 



20 

12) J 8 co$ x 

= co$(x+sh) — s t co8(x+M^ih) + * % cös(x+7^2h) — ..... 

Andererseits ist aber unmittelbar 

A h 

J cosx = — 25M"o~ iin f x+-^) 

J 2 C09X s= — (25IH-S-) C08(X+-g-) 

Jhosx = + (2sin-g) 8in(x+'-^-) 

h 4 4A 

J*cosx = + (2*t*-£-) co*(ä?+-7r-) 

Da man aber eine Reihe ron der Form 

— smsj, — C0*%> + *t9tz 3 , + ce$z 4 , — .»... 
unter der bessern Gestalt 

<w(-cjr+*i) , co*(-2 — h* 2 ) > cos(— +* 3 ) , co*(-2-+* 4 ) > 

darstellen kann und folglich das s& Glied dieser Reihe durch 

ausgedruckt wird , so übersieht man sogleich die Richtigkeit der Formel 

k * 7F + A 

13) J*cosx =s= (2«m-^-) co*(o?+«— ^ — ) 

aus deren Vergleichung mit N<k 12) die nachstehende Reihensummi- 
rung resujtirt: 

14) (2finy/ «i(*+,IE±*) 

= cos(a?+*A) — « 1 cM(a?+iHIA) + * 4 ew(x-f i^2Ä) -- 

weiche der in No. 11) entwickelten vollkommen analog ist. 
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- Umkehrung de» im vorigen Paragraphen behandelten 

Problenieii* 

Formulirt man die Aufgabe, tritt welcher wir uns im vorigen 
Paragraphen beschäftigt haben , folgendermassen : „irgend eine der Dif- 



fercnzen Jy , J*y , J*y , . .., etwa J*y durch die Funktionen 
y© > Hi ' y* * •••• auszudrucken ," so erkennt man bei nur geringer 
Aufmerksamkeit, dass sich diesem Probleme das umgekehrte gegen- 
über stellen lässt: „irgend eine der Funktionen y 9 , y x , y 2 , . ... 
etwa y 9 durch die Differenzen Jy , J % y , J*y , .... auszudrücken." 
Die Lösung desselben ist sehr leicht, wenn man die Gleichungen 1) 
des vorigen Paragraphen in der Form 

y x = y r + Jy 

Sfc = Vi + *9i 
1) \ 0a = Vi + <*»2 



3fr Ä ü—i + Ay*-% 

schreibt und jede ki die darauf folgende substituirL Diess giebt fol- 
gende einfache Rechnung 

ä = (y + ^y) + ^(« + ^y) 

= y + 2Jy + J*y 

y a = (y + 2Jy + J % ) + J(y + 2Jy + J*y) 

= y + *4y + *J 2 y + ^*» 

U. 8. f. 

Da hier dieselben Coeffizienten auftreten , denen wir schon im vorigen 
Paragraphen begegneten, so dürfen wir vermuthen» dass 

y, = y + * x 4y + H^y + + *$4*u 

sein werde. Die Richtigkeit dieser noch problematischen Gleichung 
zeigt sich sogleich , wenn man mit Hülfe der Gleichung y«+ x = y t + Jy 9 
einen Schritt weiter geht Es müsste nämlich sei» 

y*+i = y + *i^y + ** J% y + + f ^*y 

+ Jy + s^y + + **- x *y + t«^«+V 

Unter Anwendung des Satzes s n + « ft4 . 1 = (s + i) ft+1 und unter dfcr 
Rücksicht, dass s, = (s+ l) Ä +, = 1 ist, erhält man jetzt 

y*+t = y + (*+l) l Jy^(s+l) l J 2 y + ^. + (*+*).+i ^V 

Zu derselben Gleichung würde man auch gelangt sein, wenn man in 
der Formel für y 9 unmittelbar f+1 an die Stelle *on $ gesetzt hätte; 
jene problematische Formel findet also in dem Schlüsse von s auf * + L 
ihren Beweis. Die Gleichung 
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2) y, = y + * x Jy r(- $ 2 J 2 y + s z J*y + + $,4 a y 

lägst sich übrigens in einer sehr compendiösen Gestalt darstellen, wenn 
man sich die Fiktion erlaubt, in A % y , J z y etc. die Ordntingsindiees 
2,3,.,. als Exponenten und y als gemeinschaftlichen Faktor anzu- 
sehen; man hat dann sehr kun? 

3) »s*=a+4yy 

was der blosen äusseren Form nach mit 2) übereinstimmt, sobald 
man (l+J) 9 auflöst, wobei man aber nie vergessen darf, dass in 
den einzelnen Gliedern der so entstehenden Reihe der Sinn jron Jy , J % y" 
etc. zu ändern ist. Gleichungen der Art, welche mit anderen For- 
meln identisch, der Bedeutung nach aber von diesen verschieden 
sind, hat man etwas unpassend symbolische genannt, so dass also 
No. 3) eine symbolische Darstellung von Nu. 2) wäre. -* Schreibt 
man die Gleichung 2) in der Gestalt 

f(x+sh) = /•(#) + -j- Jf(x) + * ( *~ X) 4*f(x) . 

+ f(< 7^» *M + 

und setzt noch sh = e f wo e ein Vielfaches von h ist, so hat man 
auch wegen « = 4- 



+ ITäTä ä 3 "*" 

Die Reihe ist so weit forUuaetren, bis sie von seifet abbricht, was 
nothwendig einmal geschehen muss, weil unter den Grossen h,2h,3h 

m 

auch ein Vielfaches von h vorkommen muss, welches e gleich ist. 

Will man die Formel 2) auf irgend einen speziellen Fall anwen- 
den, so setzt diess voraus, dass man sämmtliche Differenaoen dy M Jl^y^ 
d*y wirklich entwickeln könne; da aber die Anzahl dieser Diffe- 
renzen und die Ordnung der höchsten von ihnen mit a gleichzeitig 
wachsen, so ersieht man von selbst, dass für em eiaigermassen grosses 
a diQ Darstellung von y s sehr umfangreich Und beschwerlich ausfallen 
wird und zwar besonders dann , wenn die suoceftriven Differenzen sich 
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nicht nach einem leicht übersehbaren Gesetze Md&u Wir versuchen 
daher den Bedarf an Differenzen an verringern, und stellen uns die 
Aufgabe, y 8 durch eine vorgeschriebene Anzahl von Differenzen, 
etwa durch Jy>J 2 y t J*y>....J n # auundrficken, wobei »< * sein sali. 
Stellt man die Gleichung 2) in der folgenden Firm dar 

5) y* = V + *i4y + «t^V + + f*-!^*- 1 » + «» 

worin R n zur Abkürzung dient, nämlich 

6) R n *= *n^*y + «»-h^+V + «mv**** + + *^y 

so übersieht man auf der $t«He, d^ß unsere Aufgabe sich darauf re- 
duzirt, aus B» die Differenzen 4** mX y , J*+*y etc. herauszuschaffen« 
Die Transformation » welche hierzu dient, ist am leichtesten einzusehen' 
wenn man zuerst die einfacheren Fälle .betrachtet, in welchen R n aus 
nur zwei, drei» vier Gliedern u. s. w. besteht* also n = s — 1 , s-^2, 
a *-- 3 , #.. Uk Man hat dann 

oder wegen des bekannten SMzb* a^*» — *« > 

= s^*- 1 ^ + J*~\y x —y % ) 
und wenn roAfi die Glieder «lit gleichen Differenzen vereinigt 

R^ x = (a— l)^- 1 * + <**-%+ 
Man hat nun weiter 

und wenn maji für. Ä^ die zweite Form setzt 

Da aber ^/'-'y© = ^ 2 (^y<>) = -^*~Vyi— »/•) *«d gan» ähnlich J*r*y t 
= J*-\dy^) == ^*~ 2 (y. 2 — y x ) ist, s* kann man auch 

freUeu und daraus findet man vermöge des Wertlies von s r und durch 
Vereinigung alles Dessen, was sich vereinige^ Uss^, 

R^ = - ( — * 5*=3>- ^*~ 3 y© + (*-2)^fy + ^y*. 

• ■ 

Um Ä*_ 3 zu transformiren , brauchte man blos zu bemerken, dass 
Ä*_ 3 = s^Jt-hi + R-* % 



u 

oder vermöge der zweiten Form von Jt«-^ - 

ist, wo man die (« — 2) u * Differenzen rechts durch die (f — 3)»« aus-* 
drücken kann; man erhält so 

(,_l)(,-2)(s^3) <#-2)<#-S) 

Ä »-s =a 2.3 T%+ 2 ^ *i 

Vergleicht man nun die transformirten Werthe von B w ^. l , il^, , R^ 9 
mit einander, so scheint sich darin folgendes Gesetz auszusprechen: 

Jl*_p = (s—l) p J^y 9 + (#— 2V n 2*-i* 1 + (f-3) M <*^y a + 

+ («-P)i^*^yi»-i + ^-ty 

worin p eine positive ganze Zahl < f bezeichnet und die kurze Aus- 

drucksweise der Binominalkoeffizienten angewendet ist. Als Gontrole 

für die Richtigkeit dieser Annahme wird nun der Schluss von j» auf 

p + l dienen. Man hat nimlich unmittelbar 

..... + t,J*y 
d. h. wegen »»-jh-i =* »p+i und vermöge der ursprünglichen Form von Jt,_^ 

Ä_p_, = tpi+J-P- 1 !!, + Ä_ 
oder zufolge der aweiten Form von Jt»_p 

R-p-t = »P+tJ" 1 " 1 * 

+ («- l)p^->y, + (»— 2) p _,^-«'y, + 

... + (M-f^J-fy,^ + J-ry p . 

Wendet man die Bemerkung, dass überhaupt 

J*-*y m = J-P-*(J 9m ) = Tf-P-Htm+t — y m ) 

= J-*-* ym+1 — J~*-'y m 

auf die einzelnen Glieder der obigen Reihe, mit Ausnahme des ersten, an 

und reduzkt so die (#— p) 1 «» Differenzen auf die (i — f — l)«eo , so wird 

+ (»—iMJ-p-^ — J-*-%] 



+ (*-p) l [J-'-% — J-*-iy,^] 



und durch Vereinigung gleichnamiger Glieder 

*_,_, = [«IHM — («— IW-*-** 

+ t(»-f)i - l]J- p ~ t y, 

Die allgemeine Form der eingeklammerten Differenzen ist hier, wenn 
r eine ganze positive Zahl bedeutet 

(«—»•),__, — («— r—r Dp-, 
und diese kann man mit Hülfe des bekannten Satzes 

qm + «m+i = (j+l)m+i oder (q+tym+i — q m = ?m+i 
in einen einzigen BinomialkoefBzienten , nämlich für q+l = * — r, 
m == p — r, in 

zusammenziehen. Man erhält dann 

also Dasselbe, was man aus Rg-p bekommen wurde, wenn man darin 
p+1 an die Stelle von p setzte. Die für s — p angenommene Form 
erweist sich hierdurch als richtig und giebt für *— p = n oder p= $ — n, 

7) R n = ($— l)+-.J*y. + (s—2) 9 ^ 1 J^y 1 + («— 3),. „-^y, + .... 

Wendet man noch den Satz q f ^ H = q m auf jeden einzelnen rechts vor- 
kommenden Binomialkoeflizienten an, so ist für 

8) y, = y + $ t Jy + %^y + ... + «*- 1 ^/*- | y + R n 

9) Jl, « (i-1V^ + (f-2Xm^ 1 + (t-aV-t^, + 

+ m-!^^-»-! + (»— l)»-!^,-* 

und hiermit hat unsere Aufgabe ihre Lösung gefunden, da auf der 
rechten Seite keine höhere Differenz als die *<" Ordnung vorkommt. 



* < 

Digresslom fiter da« Thmfn vo» Taylor. 

Giebt man dem so eben entwickelten Satze die Form 

1) f(x + sh) 

und setzt darauf sä ==. € also * = — , so erhält man 

h 

2) f(x±e) 

-fi x , e ^fl*) ■ «<«— h) J*f(x) , «(«-*)(«— 2A) J a f(x) , . 
-^W+j Ä + 1>2 ft2 + 1-2<3 -p— + .... 



. e(e—h)(e-2h) ... (e— S=2Ä) J*~H{x) , - 
- + T.373— ÖP-1) Ä^~ + •* 



und hier muss nun € ein Vielfaches von h sein. Diese Beschränkung 
Hesse sich wegschaffen, wenn man h unendlich abnehmend dächte, 
denn jede Zahl, gleichviel ob rational oder irrational, Jässt sich als 

der Gränzwerth eines Produktes sh ansehen, wovon der eine Faktor 

• • • »' . ■ ■ > 

s in's Unendliche zu - und der andere in's Unendliche abnimmt *). 
Setzt man die Gränzwerthe 

Lim m-^2 — = f \x) 

Lim £=-' — = f u '(x) u. s. f. 



*) So ist z. Ö. ^2 = 1,414213 ... d. h. yj"ist der Gränzwerlh der Produkte 

11 -JL. 111 1 1dl 4 l 14142 * 

**• 10 ' 1*1 • !oo > l 4 *!*« 1000 > 1,1, * t 10000 > 

in welchen der erste Faktor eine fortwährend wachsende , der andere eine ebenso 
unausgesetzt abnehmende Grösse darstellt. Aehnlich verhält sich die Sache in jedem 
anderen Fülle. 
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so sind f{x) , f J (x) , f* u (x) etc. bekanntlich nichts Anderes als die 
6uccessiven Differenzialquotienten von f(x) und wenn man nun auch 
in den Koeffizienten H bis zur Null abnehmen lässt, so ist 
8) /(* + «) 



= A») + j A«) + nä /"<*> + 1X3 r " {x) + 

und hier kommt es nun noch auf die Bestimmung von Lim R n an. 
Nennen wir S die Summe der Goefflzienten (* — 1V_i , (s — 2) JI _ l , 
(s — 3)*-_ 4 etc., so ist offenbar 



(*— l) - "i + (*— 2) w -t + + (n— 1)«^.' 

Es hat aber nicht die mindeste Schwierigkeit den Werth von 5 zu fin- 
den, denn setzt man für jeden einzelnen der Binomialkocffizienten 

(s — l),,-, , (*— 2)^_! , seinen Werth, so erkennt man leicht die 

Richtigkeit der Gleichung 

c u i\ Ti . *-* i (*-*)(*-*-D , (g-n)(<-H -l)(<-n-2) "I 

s = M)*-, [i + ^ +-^- 2 f + -5TC3)UJf " + J 

wobei die eingeklammerte Reihe soweit fortzusetzen ist, bis sie von 
selbst abbricht und folglich s — n+1 Glieder besitzt. Bezeichnen nun 
<*% 9 «i f öj — dm und b 9 , b t , b t ... b m irgend welche Grössen, so ist 
identiscli 

_6 6 h b t b m 

Oq ö| Oj •••*. (IfR ^ 

, ftm-flm fy> 6, 6 2 Ä ro -, 

Am «6«i «2 «ro-i 

was man leicht dadurch verifiziren kann, dass man jedes Glied der 

rechten Seite in seine Bestandtheile zerlegt» Für ^=2*,« ( =r g — 1, 

Oj = s — 2 , b 9 = * — n , 6, = s — n — 1 , b t = s— n — 2 etc. ergiebt 

sich hieraus 

— n) (s — n — l)(g — n — 2) .... (s — n—m) 
(i— l)(s— 2)(s— 3) .... (s—m) t 
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* _^ n. s — » n_ {$ — n)($ — n — 1) 

— * T T=T * *-2 *(*— i) 



* (g — n)($ — n — 1) „.«. (g — h — m+l) 



wobei die Reihe rechts m+2 Glieder besitzt. Nimmt man die ganze 
Zahl m = * — w, so wird 



= 1 ""Tl 1+ s-1 + (s-l)(«-2) + "~ 

(t— n)(«— »- -1) ... 2 . 1 



(*— n)(«— »-- 1) ... 2,1] 
+ "«(*— l)(s— 2) :.. (n+1) J 



und folglich 

$ . <— w (<— n)(g— n—D (g— n)(<— *— l ) (g— n-2) 
T~ + s— 1 ^ (*— l)(s— 2) + (g_l)(,_2)(g— 3) + ••" 

womit die Summe der in Rede stehenden (s — n+l)gliedrigen Reihe 
gefunden ist. Diess giebt dann 

und dem Werthe von R n zufolge 

R _ («-1)»-, J*y 9 + («— 2W-, J*y t + .... + (tt-1),-, J*y„ 
iU - 8n (i-l)^ + (s - 2)^ + .... + (n-l),., 

Es lassen sich nun leicht zwei Gränzen angeben, zwischen denen der 
Werth von An enthalten sein muss. Bezeichnen wir nämlich eine Zahl, 
welche zwischen der grössten und kleinsten unter den Zahlen a, ß, y t 
... X enthalten ist, mit Af («*,/?, y, ... A), so dass also, wenn y die 
grösste und x die kleinste jener Zahlen bezeichnet, immer die Un- 
gleichung 

y > M:a,ß,y,...k) > x 
statt findet, so gilt der folgende für unsere Untersuchung besonders 
brauchbare Satz *) 



' B 

*) Ist nimlich y der grösste und x der kleinste unter den Quotienten — 1-, 

A 9 

B B B 

1 — ^— , ... — — , so gehen die Beziehungen 



A t A^ Am 






B % + B t + B t ,+ ,... + fl 

Aq -f- Af -f- ig -f" •••• ~r A 



m 
m 



jy/ *• *i *» *m i 

\ Ag A t A% Am / 



in welchem A 9 , i, , i, , ... i m und B 9 , B t , fi 2 , ... Ä m ganz be- 
liebige Grössen bezeichnen. Hieraus folgt nun sogleich in der Anwen- 
dung auf Jl„ . 

R u = * % M(J*y 9 , J*y t , J*y* , ... J*y*-*) 

Substituten wir auch hier -^- für $ und /(x) , f(x+h) , f(x+2h), 

etc. für y 9 , y, , y s , ... so wird 

R _ $(ß—h)(e—2k) ... ( « — i^=i>) 
n . "" 1.2.3 ... *.A» 

X M[J*f(x) , J*f(x+h) , z/y(a>+2A) * - ^A*+i=iA)] 
wofür man vermöge da* Bedeutung von M und wegen $h = t auch 
schreiben kann 

* — cfo— A)(a— 2&) ... (g — n^rA) 

1 • « • «S ... fl 



*l 



4 

A 



> * 



£ 



m 



> * 



unter welchen auch zwei Gleichungen vorkommen. Mnltiplizirt man die erste Relation 
mit i« , die zweite mit i, , die dritte mit A 1 etc. «nd addirt darauf, so ist 

y(i e + A x + A 2 + .... + im) 

'>»,+*, + *,+ .... + B m > 

x(A 9 + i, + i 2 + .«. + im) 
daraus folgt durch Division mit A 9 + ij -f* i t + ... -f- i, 

^ ^ i + i, + i a + ... + im 
was mit dem obigen Satze auf Oasselbe hinauskommt. 



■m 



r J»f(x) J*f(x+h) J*f{*+2k) - jnfa+j—nh) ^ 
X ^L * n * n ' h* • '" " *• J' 

Lassen wir nun h bis zur Grinze Null abnehmen und berücksichtigen, 

dass überhaupt Lim j~ — = f n \u) wird, so ergiebt sich, wenn 

wir zunächst die $ + h , x + 2h , ... x+e — nh noch beibehalten 

e n 

Lim R n = -*— ö IT" 

i.A. .... » 

X M[f(«(x) , f<»Kx+h) , fW(x+2h) , ... f»Hx+e— nh)]. 
Hier durchläuft die Variable u, welche wir dem /* w) leihen können, 
das Intervall x bis x + e —nh und zwar sprungweis, w$il die auf 
einander folgenden! Werthe von ti, nämlich x , x+h , x+Zh etc., im- 
mer um h differiren, wenn aber h unbegrärizt abnimmt, so durchläuft 
m das Intervall x bis x+e und zwar stetig, weil die Weiten der ein- 
zelnen Spränge unter jede angebbare Grösse hinab vermindert sind. Die 
grösste und kleinste unter den Zahlen fi n \x) , fl*\x+h) , f^(x+2h) f 
... f n) (x+e — nh) sind jetzt nichts Anderes als das Maximum und 
Minimum, welches f n (u) erlangt, wenn u das Intervall x bis x+e 
durchläuft. Tritt das erste etwa für « = a, das zweite für u = ß 
ein, so haben wir 

Um Rn = 1.2.3 n "IM") > WM* 
Lässt man nun in der Differenz 

W } («) . f< n Xß)} — fi n Hu) 
u von x bis x + e gehen, so wird dieselbe einmal negativ, nämlich 
für u = a, und einmal positiv, nämlich für u = ß; unter der Vor- 
aussetzung, dass fW(u) stetig und endlich bleibt von u~x bis x + h 
folgt hieraus, dass es einen zwischen x und x + h liegenden Werth 
von u etwa u = cd geben müsse, für welchen 

M[fl»K<*) > f in) (ß)} — f{io) = 
also 

*[/«(«) , fto(ß)) = f{co) 

wird. Da aber w >x und zugleich < x + e ist, so darf man to = 

x + Xe setzen, wo X einen positiven ächten Bruch bezeichnet. Die 

Zusammenfassung dieser Betrachtungen giebt nun .den Satz: 



Bleibt die Funktion /"<**(«) ertdlich .und stetig während des In- 
tervalles m = x bis n = x + e , *> ist ffir 1 ^ X ^0, 

und bierin spricht sieh das Theorem von Taylor aus. Setzt man 
x = und schreibt nachher a? für « f *« ergiebt sieh daraus das 
Theorem von Mac Laurin, nämlich: 

Bleibt die Funktion f^(u) endlich, wd stetig während des Inter- 
valls u =a= bis u :*=? j; so ist für 1 ^ X ^ 

x*fi*XXx) 



+ 



1.2.3...»' 



... 

Die Iaterpolationsformel. 

Die Gleichung, welche wir unter Not. 2) in §. S. kennen lern- 
ten , nämlich 

lässt noch eine Betrachtung aus einem anderen Gesichtspunkte zu, die 
den wichtigsten Anwendungen der Dtffercnzenrechnung zugezahlt zu 
werden verdient. Schreiben wir nämlich 

für x , x+h , s+2h , a? + 3A , .... 
lern er a^ > A| f a% > «3 * •••• 

för 9a > Sfi * & > ' Sfo » •••• 
so ist zunächst 



Behalten wir von der Reihe rechts n Glieder bei and setzen x + sh 

d.h. a + $h=z also f = — t — und ferner 

n 

1, >( \ i I % ~ a JA 1 (» — «)(•—• — *) Jt%k t 

, («-a)(*-a-A;(*-«-2*) ... (z-a^ ^äk) ^^. X m 



so sind einige der bemerkenswerthegten Eigenschaften der 
detinirten Funktion xp(*) leicht zu entdecken. Es wird nämlich 
für s^a^Oo , ip(z) = A = A^ 
„ * — Ö +A = a, , ty{z)=zA-\-JAz=A l 
„ z=a+2h=a % , tp(z)^A + 2JA+J t A^A 1 



»9 



= « + ^f*=«^ , V(*)~A + ^j-^Ä + <*-^y J*A 



*t" •*•• ^ = A\ 

d. h. mit anderen Worten , die Funktion \p{%) besitzt die Eigenschaft, 
für »= a , a, , a, , ... a»— , in ^ , i, , ^ , .,. 4»-, überzugeben« Fer- 
ner ist leicht zu entscheiden, in welche Categorie die Funktion x}j{%) 
fällt, denn denkt man sich alle auf der rechten Seite von 1) angedeu- 
teten Multipkcationen ausgeführt und sämmtliche entstehende Partial- 
produkte nach Potenzen von * geordnet, so entsteht ein Resultat von 
der Form 

2) tf>(z) ^C 9 + C x z + C 2 * 2 + .,.. + £„-!*"-' 
worin C 9 , C % , C % etc« aus a ,h , A , JA , J 1 A etc. zusammengesetzt 
sind. Die vorstehende Gleichung zeigt nun, dass ip(z) eine rationale, 
ganze algebraische Funktion von * und zwar eine des (n— l)ten Gra- 
des ist. Kehrt man diese Betrachtung um und setzt a % , a, , ... a»-. 1 
so wie A 9 , 4, , ... A n -i als zusammengehörige gegebene Zahlen voraus, 
so enthält die Gleichung 1) die Auflösung des Problemes: 9 , diejenige 
algebraische ganze und rationale Funktion von z — sie heisse xp(%) 
— zu bestimmen, welche für n gegebene um das Intervall h von ein- 
ander entfernte Werthe von z, nämlich * .-= a 9 , a, , a, , ... a Ä -, , die 
ebenfalls gegebenen entsprechenden Werthe V(°o) = A 9 , rp(a k ) = A t , 



tp(<h) — K > ••• V(an-^i ) = ^ft-i annimmt." Denkt man sich die Sache 
geometrisch und betrachtet a und 4 , a, und A t , ... «n-, und ^ n _i 
als die zusammengehörenden Coordinaten von n Punkten, so ist y=t//(*) f 
wo i//(ä) durch No. 1) bestimmt wird, die Gleichung derjenigen para- 
bolischen Curve (n— l)ten Grades, welche durch die gegebenen n 
Punkte hindurchgeht. Verlangt man z. B. diejenige Parabel, welche 
durch drei Punkte geht , deren Abscissen 1,3,5 und deren Ordinaten 
7,11,31 sind, so ist a=*l,Ä = 2, 
Ä *= 7 



JA t = 4 
44 = 20 



^ s=r 16 



A x = 11 
4 = 31 
und nun wird nach No. 1) 

\'r x ' « , * — 1 * . («— l)(a— 3) 
**> " 7 + TT • 4 + " "IAA • 16 

*= 11 — 6* + 2* a 
mithin ist jetzt y « 11 — 6* + Ä* a die Gleichung der gesuchten Pa- 
rabel. 

Diese Betrachtungen fähren uns auf ganz natürlichem Wege zu 
dem Probleme der Interpolation. Sind nämli<& n Werthe i^', o,, 
... a n -i einer unabhängigen Variablen und H dazn gehörende Werthe 
A % , A l , ... A n - X einer abhängigen Veränderlichen gegeben , so kann 
die Frage gestellt werden: „auf welche Weise lässt sich zu einem be- 
liebigen anderen zwischen % und <*„_, enthaltenen Werthe der unab- 
hängigen Variablen, ^wa b, der* zugehörige Werth B der abhängigen 
Veränderlichen finden ? cc oder: „wie kann man Zwischen irgend zweien 
der gegebenen Grössen A Q , i, , ... A n ^ neue noch demselben Gesetze 
gebildete Grössen einschalten ?" Man übersieht aber teidrt, dass diese 
Aufgabe ta die Reihe der unbestimmten Aufgaben gehört , denn 
so wie es unzählige ihrer Natur nach ganz verschiedene dürren geben 
kakin , welche säihitittieh durch n gegebene Punkte gehen , so sind auch 
hier unendlich verschiedene Funktionen q>{%) möglich, die fär z= (%, 
a, , ... a*_j die Werthe jpOfc) = A 9 , gp(a,) = 4, , ... yia—J = A n ^ 
annehmen, und jede dieser Funktionen Hesse sich zu der verlangten 
Einschaltung benutzen; es wäre nämlich B = <p(6). Bestimmt jedoch 

3 
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wird die Aufgabe, wenn die Funktion (p{%) eine algebraische rationale 
, und ganze sein soll, ,4enn in diesem Falle wird xpQs) =» xfj(z) und 

. (ft-«)(6-tt— h)(b-a—Zh) A% 

+ 1.2.3.Ä 3 ^*-K« 

wobei rechts n Glieder zu nehmen sind, Diese Betrachtung ist selbst 
in dem Falle von Vortheil, wo man die Funktion f(z) kennt, mittelst 
welcher o© , ä, , ... a»-, mit A % , A x , ... A n - t verbunden sind; denn 
wenn das Intervall a bis o»-, nur wenig beträgt, und ausserdem die 
Funktion f(z) nebst ihren Dtfferenzialquotienten sich innerhalb dessel- 
ben stetig ändert und endlich bleibt, so kann f\z) nur wenig von 
ip(z) verschieden sein , weil das Theorem von Mac Laurin uns die Be« 
fugniss ertheilt, f(z) naherungsweis für eine parabolische Funktion 
anzusehen. Man kann also nähcrungsweis statt B = f(b) die Gleichung 
B=r xp(b) substituiren, d. h. die Formel 2) zur Interpolation benutzen. 
Einige Beispiele werden diess deutlich machen. 
Es sei 

4i =* 0,6818150 

A t « 0,6156615 

A. 2 = 0,6293204 

A s = 0,6427876 
a 4 = 41 , i 4 = 0,6560590 
und die Fordening gestellt, den Werth B zu finden, welcher b « 37 -f- 
entspricht, so hat man 
JA* = 0,0138465 

J*A % = 0,0000041 



°a 


= 


37 


«1 


= 


38 


«2 


= 


39 


«3 


= 


40 



J*A, = — 0,0001876 
d t A l = — 0,0001917 
^^=—0,0001958 



J*A t = 0,0000041 



JA, = 0,0136589 

JA t = 0,0134672 

JA t = 0,0132714 
und die folgenden Differenzen werden = 0. Da nun A = 1 , so fin- 
det man leicht 



« 
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6 — a 
~IX 

(b— a)(b— a— h) 
1.2.A 2 



A -s 
JA = 

J*A = 



(6— a)(6— g— h)(b — a-2h ) A% .__ 
1.2.3.4» *<* — 



0,6018150 
0,0103849 

0,0000176 

0,0000002 



B = 0,6122153. 
Eine Controle kann, hier leicht angestellt werden; es ist nämlich /(*) 
= dem Sinus von % Graden, mithin B gleich dem Sinus 37-f- Grad 
= $iu 37* 45', und in der That stimmt der gefundene Werth von B 
damit überein. 

Um zugleich die übersichtliche Form zu zeigen, in welcher man 
diese Rechnung gewöhnlich auszuführen pflegt, geben wir ein zweites 
Beispiel in etwas grösseren Haassstabe, wobei log 7t auf 9 Dezimalen 
berechnet werden soll. 



num. 


log. 


diff. I. 


B. 


III. 


IV. 


3,14 


0,49692 96481 










3,15 


0,49831 05538 


138 09057. 








3,16 


0,49968 70826 


137 65288 


— 43769 




• 


3,17 


0,50105 92622 


137 21796 

r 


— 43492 


277 




3,18 


0,50242 71200 


136 78578 


— 43218 


274 


— 3 



hiernach ist < 

A - 0,49692 96481 
JA «b 0,00138 09O57 . 
d*A = — 0,00000 43769 
J*A =. 0,00000 00277 
J*A « — 0,00000 00003 
6 = 3,14159 26536 , h = 0,01 , b—a = 0,00159 26536 
und wenn man hiernach die fünf ersten Glieder der Reihe 2) berech- 
net, so ergiebt sich B d. h. 

log (3,14159 26536) = 0,4971408726 
was auf 9 Deiimaldtelkn richtig ist. 

3* 
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f 8. 

DlffereMen der Funktionen mehrerer Tarlabelen» 

Auf ähnliche Weise wie f(x+k) — f\x) oder f(x+Jx) — f(x) 
die Differenz einer Funktion Ton nur einer Variablen darstellt, wird 
die Differenz einer Funktion mehrerer und zwar von einander unabhän- 
giger Variabelen, also Jf(x , y ,%,... s , t) durch 

1) f{z + Jx , y + Jy , ... s + Js ,t + Jt) — f(x , y , ... s , 
ausgedrückt. Lässt man dagegen nur eine der Variabelen,. etwa x, für 
sich aHem um Jx zunehmen, so heisst die DHTerenz 

f(x + Jx,y>z> ..• s > t) — f(x , y ,%,...$, t) 
welche kurz mit Jxf^s) bezeichnet wird, eine partielle Differenz 
von f{x) und der in No» 1) verzeichnete Unterschied die totale Dif- 
ferenz von f(x). Da die partiellen Differenzen von den bisher be- 
trachteten nicht verschieden , mithin leicht zu entwickeln sind , so wird 
es nun darauf ankommen die totalen Differenzen sowohl erster als 
höher er Ordnung «tarch die ve rsch i e d enen partiellen Differenzen aus- 
zudrücken. Hierzu führen die folgenden Betrachtungen. 

Es sei zunächst u eine Funktion zweier Variabelen x und y. 
Wir lassen darin zunächst x in X + Jx übergehen, ohne jedoch y zu 
ändern ; dann tritt u + J m n an die Stelle von u und wir haben 

f(x + Jx,y) = u + J x u. 
Denken wir uns die rechte Seite für den Augenblick durch einen ein- 
zigen Buchstaben v vertreten, sfc g&bfe jetzt eine Aenderung des y um 
Jy die Gleichung fix + Jx , y + Jy) «* » + Jjo * & b. 

f{x -t- Jx , y + Jy) =* (« + Jaß) + Jy(u + J*u) 

«= n -f J 9 u + J v n + J p J x u. 
Man könnte aber in fix , y) tut* zuerst y um Jy ändern und nach- 
her x in m + 4&t übergeben lassen; dtees gfcbt Shölich 

f{x + Jx > y -f Jy) = <* + ^/ y i«) + J*{u + J v n) 

und durch Vergleichung 4er Mdtti so gefundene« Firmen von f(x 
+ Jx ,y + Jy) ergiebt sich jetzt ^^«.^J^, to tfafes «s alfro 



J 
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gleichgültig für das Endresultat ist, in welcher Ordnung man zwei 
partielle Aenderungen einer Funktion vornimmt. Aug der Gleichung 

fix + dx , y + dy) = u + d x u + d,u + d s d y u 
folgt nun weiter, wenn u eine Funktion dreier Veränderlichen, etwa 
= f(x ,y , %), ist 

f(x + dx , y + dy , *) = u + dj* + d 9 u + d x d v u 
und wenn % um dz zunimmt, wodurch sich die rechte Seite um ihre 
partiell nach * genommene Differenz ändert 

f(x + dx >y + dy >z + dz) ä u + dxU + d 9 n + J x dji 

+ d z (u + JmU + d y n + JgJ^u). 
Die Ausführung der angedeuteten Diffferenzirungen giebt 

f(x + dx f y -Vdy , z + d%) - 

äs U + djU + d a d % U + J t J x Jtj» 
+ dfi + dpd s U 
+ d z U + d z dfi. 

Auch hier ist es im letzten Gliede einerlei, in welcher Ordnung die 
Indices auf einander folgen. Denn braucht man für d^u vor der Hand 
einen einzigen Buchstaben u* so bat man nach dem vorhin Bewiesenen 
d z d x v » d x d z v , d. h. d t d x d y u « dgdgd^u und da d z d y u wie- 
der = dfdgU ist,, auch d^d x d f u = d x d n d z u, mithin 

f(x + dx , y + dy >z + dz) 

= U + dgfil + dfdjl -f dfidydgU 
+ dyU + d X d Z U 

+ d z t$ + dqd z u; 
hängt u von vier Yariabelen x , y , z , s ab , so ist zunächst 

f(x + dx , y -f dy , z + dz , *) 

+ dtf + d x d t u 

und wenn man s umis zunehmen lässt, so erhält die rechte Seite 
einen Zuwachs um die nach * genommene partielle Differenz von sich 
selbst So wird • v 

f(x + dx ,y + dy ,z + dz ,8 + d$) 

= U + ^ti + dfdfk + dxdydfU + dsdydzdjH 
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+ JyU + 4gJzU + JfJyJfU 

+ J t U + JyJgU + JyJ Z J 9 U 
+ JyJ 8 U 

+ J Z J 8 U 

indem man auf ähnliche Art wie vorhin sich überzeugt, dass die Ord- 
nung der partiellen Differenzirungen keinen Einfluss auf das Endresul- 
tat ausübt. Das Gesetz nun, unter welchem die verschiedenen bisher 
entwickelten Ausdrücke stehen, ist leicht zu erkennen. In der ersten 
Colonne, rechts steht nämlich u allein, in der zweiten stehen JgU , J y u, 
J z u , ... soviel dieser partiellen Differenzen vorhanden sind, die dritte 
Vertikalreihe enthält alle Combinationen zu je zwei Elementen, die 
aus J x u , J y u , .... ohne Wiederholungen gebildet werden können , die 
vierte Colonne giebt die möglichen Combinationen zu je drei aus den- 
selben Elementen ohne Wiederholungen u. s. w. Mit einem Worte, 
das Bildungsgesetz ist dasselbe, als wenn man die Multiplikation 

(1 + J X )(i + Jy)(l + J Z ){1 + J S ) .... 

ausgeführt und darauf an jedes entstehende Partialprodukt u angesetzt 
hätte. Man kann daher die symbolische Formel 
f(x + Jx , y + Jy , .... t + Jt) 

= [(1 + J X ){\ + Jy) .... (1 + J t )]U 

aufstellen. Subtrahirt man nun beiderseits f{x , y , ... t) = n, so er- 
giebt sich die totale Differenz 

2) Ju = [(1 + J X )(l + Jy) .... (1 + J t ) — 1]N 

oder 

3) f(x + Jx,y + Jy, .... t + Jt) — f(x,y, .... t) 

= [(l + 4»)(l + 't) .... (l + 4) — i]f(x,y, .... 0- 

Nicht minder leicht ist es, für die totalen Differenzen höherer Ord- 
nungen eine ähnliche symbolische Formel aufzustellen. Bei zwei Varia- 
belen hat man zunächst 

4Si =2 J[J X U +. JyU + Jg/lyU^ 

also wenn man auf jedes einzelne Glied die Formel für Ju selbst an- 
wendet 



+ J X JyU + JyJyH + J X J yj yU 

+ JxJ x J y U + JyJ X JyU + J X JyJ X JyU 

oder nach gehöriger Vereinigung 

Jhi = J%u + 2J x J 9 u + J*u 

+ 2J%J y u + 2J x J%u + J2J$u. 
Man kann aber viel rascher hierzu durch die Bemerkungen gelangen, 
dass bei einer neuen Differenzenbildung ein neues J auf ähnliche Weise 
wie ein neuer Faktor an jedes einzelne der vorhergehenden Differenz 
herantritt. Sa ist * 

Jhi = J x Ju + J y Ju + J x J t Ju 
oder wenn man sich die Fiktion erlaubt, dass Ju ein gemeinschaft- 
licher Faktor sei % 

Jhi = (J x + J v + J x Jy)J u . 
Es ist aber Ju bekannt und zwar = (J x + J v + JgeJy)u , wenn man 
auch hier die symbolische Darstellung benutzt und mithin wird jetzt 
ebenfalls symbolisch: 

j*U = (J X + Jy + J X Jy)*U* 

Diese Betrachtungsweise ist leicht auf die Formel 2) anzuwenden ; man 
hat nämlich 

Jhi = [(1 + J»)(l + Jy) .... (1 + J t ) — l]Ju 

= [(1 + J X )(l + Jy) .... (1 + J t ) — lj*t# 

ferner ganz ebenso 

JH = [(1 + J X ){1 + J y ) .... (I + J t ) — l]*Ju 
= [(1 + J x )(l + J,) .... (1 + Jt) — l]*u 

u. s. w. 
Ueberhaupt gilt für die n te totale Differenz die elegante symbolische 
Formel 

4) J»U = [(1 + J X )(1 + Jy) .... (1 + J t ) — IfU 

oder in der Bezeichnung durch Funktionen 
5) J n f(x , y , .... 

= [(1 + J x )(l + Jy) .... (1 + Jt) - l] n f(x , y .... t) 
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§. 9, 

Zasnntmenhiuiff zwischen den Differensen and höheren 
Dtfrerenzialqaotienten einer Funktion. 

Schreibt man d«n 7Vii//or'schen Satz iu der Form 

/(«+*) -a*)=* -j-r(») + x^f <»> + •••• + 1,2^-1) ^"° :<p) 

so erkennt man leicht, dass" derselbe dazu dienen kann, die Differenz 
4f(x) in eine nach Potenzen von A fortgehende Reihe zu entwickeln, 
vorausgesetzt dass fW(u) und mithin *) auch f(u) , f(n) , f\u) , ..- 
fW(u) innerhalb des Intervalles u=x bis tt = a? + A endlich und con- 
tinuirlich bleiben. Sind nun sämmtliche Diflerenzialquotienten fix), 
f\x) , /*"(#) bis in's Unendliche hinab innerhalb des gedachten Inter- 
valles endliche und stetige Funktionen von x und hat man ausserdem 
noch für unendlich wachsende n 



Um [i.2rznf^* +kh) ] = e 



*) Aus der Endlichkeit und Stetigkeit von <p'(x) folgt nämlich die von (f(x) 
und zwar mittelst nachstehender Schlüsse. Es ist 

Wäre nun (p(x) an einer zwischen # und X -\- h liegenden Stelle a diskontinuirlich, 
so würde <p(tt) zwei verschiedene Werthe besitzen , von denen der eine den Endwerth 
der bisherigen Reihe von Werthen und der andere den Anfangswerth einer neuen 
Reihe bildete. Hatten wir diese Werthe dnrch die Bezeichnung <)P(a — 0) und <p(a+0) 
aus einander, so ist 9P(ö + 0) — g)(a — 0) nicht =0, sondern gleich einer end- 
lichen Grösse , mithin wird für X = a 

r- g>(a + d) — <p(a—0) q> (a+0) — <p(a—0) _ 

ö d 

also wäre gegen die Voraussetzung <jp'( a ) = 00, Aus der Stetigkeit und Endlich- 
keit von /M(u) folgt nun die von {^"^(u), aus dieser die von f^ n " 2 \u) u. s. f., 
wodurch sich das obige „mithin" rechtfertigt. 
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so verwandelt sich die Gleichung 

jf(x)- 1 -^-^f(''Kx+xh)= ±-r(*) + -o"/*'<») + •••• 

> * 

bei unendlich wachsenden n in die nachstehende 

Bezeichnen wir wie früher f(a?) mit y und die m'e derivirte Funktion 
fW{x) mit D m /(a;), so ist auch 

i) 4, = A. öy + ^ &„ + ^^ d>v + .... 

Diese Gleichung lässt eine kurze symbolische Darstellung zu, sobald 
man sich y einem gemeinschaftlichen Faktor ähnlich abgesondert denkt 
und darauf die bekannte Formel 

worin e «* 2,7182818284590 .. , fiir * = hD in Anwendung bringt. 
Man hat dann 

2) Jy = (c«>— \)y 

wobei man nur die Fiktionen, welche in dieser Form liegen, nicht 
aus den Augen verlieren darf. Nach Formel 1) hat man nun weiter 

J*y = y JDy + -^ JD*y + j^ JDhf + .... 

oder weil man die Reihenfolge der durch A und D angedeutete» Ope* 
rationen vertauschen kann *) 



*) Es ist nämlich D[J(f(x)] = D[q>(x + h) — (f>(x)] d. u D^«)] 
= <jp'(# + fc) — y'^)* Das letztere erhält man aber auch wenn von <jp'(ff) 
c= i)^(x) die Differenz genommen wird, und folglich ist D[Aq>(x)] = J<p\x)] 
• ?= ^[D()p(a?)] oder umgekehrt geschrieben 

JDq>{x) = DJ<p{x). 
Diess giebt för gp(x) = y zunächst ^Ity = T)dy , ferner für q>{x) =s Dy, 
^/DDy = DJDy = DDJy oder ^D^y = D % Jy , für (p(x) = I>V ^/DD 2 y 
= DJD*y = DD 2 Jy*d. h. ^ö*y = D*^/y u. s. f. Diese Beziehungen sind es, 
wtlcfeß die Worte d«s Teiles andeuten» 
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d*„ = T DJy + -T2 D * Jy + 1^3 D * Jy + •- 

oder in kurzer symbolischer Darstellung 

d. i. vermöge des Werthes von Jy nach No. 2) 

Jh, = (e*»-l)Y 
Wendet man diese Betrachtung noch einmal an, so erhält man weiter 

J*y = («"> — l)*Jy = («*»— l)«y; 
den ferneren Gang dieser Schlüsse wird man leicht übersehen und 
man erhält dadurch allgemein 

3) z/"y = (e"> — l)*y. 

Eine ganz ähnliche symbolische Formel ergieht sich hieraus für die 
n te totale Differenz einer Funktion u von mehreren unabhängigen Va- 
riablen x,y ,z, .... , sobald man in der Gleichung 

^«M= [(l+J x )(l+J,)(l+J z )....— l]»U 

die einzelnen Faktoren durch die Gleichung 2) ausdrückt Nennen 
wir nämlich i das Inkrement von y ,1c das von * u. s. f., so dass also 
i,k,... für y, *,.'.. das sind, was h für x, so ist 
J x u = (e^* — l)t* 

^/ sW t=. . (e*B* — 1)* 

u. s. w. 
worin die DifTerenzialquotienten D x , D yy D %y ... , wie sich von selbst 
versteht, partielle sind. Man hat nun weiter 

u + J x u = (c* * — l)f* = e^tt 
folglich, weil bei der symbolischen Darstellung u als Faktor angesehen 
wird,* nach Division mit u 

und auf ganz gleiche Weise 

1 + J y = e iD y , 1 -f J z = e*** , etc. 
Mit Hülfe dieser Substitutionen verwandelt sich die Formel für J n u in 
die folgende symbolische 

4) J n u = («*&* + tfV+«>,+ ••• — l)«n. 

Dem Probleme, welches durch die Gleichungen 3) und 4) gelöst wird. 
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nämlich: „irgend eine Differenz einer Funktion durch die Differenzial- 
quotienten derselben Funktion auszudrücken," lässt sich leicht das 
umgekehrte gegenüberstellen: „irgend einen Differenrialquotienten einer 
Funktion durch die Differenzen derselben Funktion auszudrücken " und 
die Lösung desselben ergiebt sich auf folgendem Wege. Man multipli- 

zire zunächst die Gleichung 3) mit — - , so dass 

n 

n ^-V"* = ~Ht *9 

wird und addire jetzt Alles , was sich hieraus für » = 1,2,3,4, etc. 
in in f. ergiebt* Unter der Bemerkung, dass links y als constanter 
Faktor angesehen werden darf, ergiebt sich jetzt 

[+(^-1) — -H^-i) 2 + -K«* — i)« — -..]» 

= \Jy — \J*y + \J*y — \J*y + .... 
Durch Anwendung der bekannten Formel 

-f* — \z* + -J-s 3 — .... = 1(1+*) 
verwandelt sich nun die linke Seite in l(^ ü) )y = hDy und mithin ist 

5) hDy = \Jy — \J*y + \J % y — .... 

Denkt man sich, um wieder zu einer symbolischen Formel zu gelan- 
gen, y als gemeinschaftlichen Faktor abgesondert, und die vorige lo- 
garithmische Formel angewendet, so ist 

6) hDy = [1(1 +J)]y. 

Die Formel lässt sich sogleich erweitern, wenn man beiderseits diffe- 
renzirt; man findet nämlich 

hD*y = [l(l+J)]Dy 
d. i. nach beiderseitiger Multiplikation mit h und Anwendung der For- 
mel 6) 

VDhg = [l(l+J)]*y. 
Nochmalige Differenziation und Multiplikation mit h würde zu einer 
ähnlichen Formel für h*D*y führen; man erkennt hieraus leicht das 
allgemeine Gesetz für den weiteren Fortgang, nämlich 

7) h»D*y = [l(l+J)] n y. 

Wählt man die Funktionen, die hier betrachtet worden sind, so, dass 
man ihre Differenzen und Differenzialquotienten unmittelbar angeben 
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kann , so fähren die Relationen dieses Paragraphen au speziellen Sätzen? 
die aber nur so lange gelten, als die in ihnen vorkommenden unend- 
lichen Reiben convergeat bleiben. Die letztere Bemerkung bat ihren 
Grund darin , . dass . nur convergente Reiben bestimmten endlichen 
Grössen gleich gesetzt werden dürfen und folglich die ganzen, am 
Faden der Gleichungen fortlaufenden Betrachtungen dieses Paragraphen 
in letzter Instanz jene Befugniss und mit ihr die Convergenz stillschwei- 
gend voraussetzen. 

Es giebt übrigens noch eine anderweite Beziehung zwischen den 
Differenzialquotienten und den Differenzen einer Funktion; da dieselbe 
an Wichtigkeit und besonders an praktischer Brauchbarkeit die bishe- 
rigen Relationen noch übertrifft, so werden wir nach Voraussendung 
einiger Hülfssätze ausführlicher von ihr handeln. 

$♦ 10. 
Zwei Äeltiirsionsformeln für die Bernoulli'sehen Kahlem 

L Bezeichnen wir die Bernoulli'schen Zahlen der Reihe nach» 
mit B x , B % , JRj etc., so ist bekanntlich für u<^n 

1 l , l 

B* A« - Ar „ 



«••« 



-~ 1.2 ' 1.2.3.4 ' 1.2...6 
oder wenn die kurze Ausdrucksweise 1.2 = 2';1.2.3 = 3', 1.2.3.4 
= 4' etc» angewendet wird 

111 B* B* n Bg. m 

— — -g- cot-gu = -±-u + -^w 3 + -sru 5 + .... 



Diese Gleichung werde mit cosu multiplizirt und dabei auf der rech- 
ten Seite für cosu die gleichgeltende Reihe gesetzt; auf der linken 
Seite berücksichtige man, dass 

cot \u cosu = cot ^u (1 — 2wto a -£-t*) 
• = cot -^u — sinn 
ist, man erhält dann 

cosu 1-1,1. 

?r cof -H-W + -5- stnu 



u 2 2 * 2 
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= fe* + 



», 



f « s + .... 



)( 



w 3 ■ » 4 



) 



\2' " ' 4' 

führt man die. auf der rechten Seite angedeutete Multiplication aus 
und substituirt für die links stehenden goniometrischen Funktionen die 
bekannten Reihen, so erhält man ohne Mühe 

JL 1 

u 



- gT« + 



™ + 



+ 



iL 

2' 

2 1' 



— u 8 — — m' 4- 



+ 



»1 
4' 

2_JL 

2 3' 



+ 



B^ 
6' 



T 2 5' 



+ 



= -§-.+ 



B 



* ».a 



4 

2' 2' 



?-«» + 



6' 
2' 4' 



"•" 4« 2' 



«' 



+ 8* 

2' 6' 

f 4' 4» 

_JL*l 

«' 2' 



8' 

8' 

J_J_ 
2 7' 



M T — 



+ 



*T™ •••• 



+ 



und wenn man beiderseits die Coeffizienten von %t , u s , u l etc. ver- 
gleicht, so Ist 

B, IB. 

2* ~^r — "gT 



2 

J_ 
2 

1 



1' 

3' : 
1. 



+ 



_ *L _ 2_ - L *L _ 



2 5' 

J_JL 

2 7' 



4' 
6' 



I™ at t*t ~~ 



»1 

8' 



4' 

1 
6' 

]_ 

8' 



2' 2' 

4' 2' 

JL*L 
6' 2' 



2' 4' 
4' 4' 



+ 



6' 

J-J&L 
2' 6' 



8' 



■ u. s. f. . 

Achtet man auf diejenigen {Bieder, welche. sich beiderseits heben, so 
erkennt man leicht die Richtigkeit folgender allgemeinen Gleichung 
1 1 1 1 ,*j : 1 B, 



'» 



2 (2i»-l)' 



(2m)' 



(2ro-2)' 2* (2«-4)' 4' 



+ 



+ 



B 



2m— s 



~ 2' (2m-2)' 



4« 



Durch Multiplikation mit (2m — 1)' ergiebt sich hieraus 

_L 1 

2 

2m-l 



1.2 



B, — 



2m 

(2M-l)<2m-2)(2M-3) 



1.2.3.4 



B* 



, (2m-l)(2w-2)(2»»-3)(2m-4)(2ro-5) _ 

+ — — , tt n m g n *»4 •••• 



1.2.3.4.5.6 

d. i. der Bezeichnung von BinominalkoefBzienten zufolge und nach He- 
bung mit -£-, 



... + (-1)- 



(2m- 1). 



I04M-.«» 



II. Auf ganz ähnliche Weise gelangen wir zu der zweiten nach- 
her zu benutzenden Relation zwischen den Bernoulli'schen Zahlen ; wir 
gehen nämlich von der Gleichung 

eosu 1 , / 1 „ i 

u sin u \u / 

aus, setzen darin für eosu, sinu die bekannten Reihen, 



smu 
1 



= ir + 



2(2-1) _ , 2(2*-l) „ , . 



2* 



4' 



— eotu 



2'Ä, , 2«J t ', , 
■« H sr 2 -»* + •— 



« 2' ' 4' 

und fuhren die rechter Hand angedeutete Multiplication aus. Es wird dann 



J 

u 

1 

u 

+ 

_ 2*B t 



=■¥ + 



2(2-1) 
2' 



_1_ 

1' 



2(2»-l) 



4' 

JL 

3' 



u' 



2(2 8 -l) 



+ 



6 



J_ 

5' 



-t»' 4- 



I •■•• 



2' 



« + 



_2% 

4' 

1 2»J t 

2' 2' 



« a + 



2«J 8 
6' 

1 2«Ä, 



M 5 + .... 



+ 



2' 4' 

1 2'J, 
4' 2' 



»••• 



+ 
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bieraas folgt durch Vergleichung der Coeffizienten von u 
1 2(2 Im_1 -l) I 



(2ro-l)' T v ' (2m)' *"-" 1 (2m)' 

1 2*Äj 1__ 2«Ä S l 2% 



(2m-2/ 2' (2»n-4)' 4' T (2m-6)' 6' 

... — (-1)« 



2*"«,»-, 



(2m)' 

hieraus findet sich nach Division mit 2*" leicht 
, (-!)■» 2*»-l , 1 1 

*/ /«_v» m._i *»sm— 1 = 



(2m).' 2*»- 1 **■* ~ (2ro)'2*» 2(2m-l)'2*»- f 

, h 1 g. 1 (-1)"*,»-, 1 

T 2'@»-2)' 2*»-* 4\2ro~4)' 2*»~« " r "" "^ (2w-2)'2' 2 1 ' 



$. 11. 
Sumaiiriwg einer Relfce ▼•■* Iftifferensen« 

Wir nehmen noch einmal unseren ^uslauf von dem Theoreme 
Taylors , worin wir jedoch das letzte Glied (Ergänzungsglied) der Reihe 
in Form eines bestimmten Integrales darstellen. Unter der Bedingung 
nämlich, dass ft"+ f )(u) endlich und stetig bleibt innerhalb des Inter- 
valles « = x bis u = x + h, ist 



1) JF(x) = -J-F(») + ^fW ... + 17^^*^) 



1.2.3 ... n 



Setzen wir gleichzeitig 

F{x) = f{x), ffr) ., h*) , *.., /< —«(»). 

und n = 2m , 2w-l, 2m-2, ..., 1 

so ergiebt sich aus der Formel 1) die folgende Reihe von Gleichungen: 



1,2... ( 



+ I i o"(tL) F^Vi+t)* 
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\J 1.2... (2m- 






1.2,.. 



+ / i . 2 SC-2) r*- 1 *«* 



Diese Gleichungen addiren wir, nachdem die zweite mit A t h, die dritte 
mit AJk 1 , die vierte mit A 3 h*, .... die letzte mit A 2m ^h lm ~ i multi- 
plizirt worden ist, wobei A t , A t , .... A lm ^ t gewisse numerische, 
vor der Hand aber nach «nbaatiiDOiie Coefiizieateii bezeichnen. Es 
ergiebt sich jetzt durch Vereinigung der gleichartigen Grossen: 
Jfix) + A t hJf(.x) + A s h*Jf"(x) + ... + ■ At^H-r-W» -»)(*) 






• • . i 



*/o 1.1.2. .(2») 1,2..(2»-1) T 1.2».<2ro-2) ^"" 

Die noch unbestimmten 2m — 1 Coeffteienten 4j , 4 t , ... i< im _, wollen 
wir nun so wählen, daas sie iden 2m — 1 Gleichungen 
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+ 4^ = 



1.2 ' 1 

1 + Äi + jk. = o 



1.2.3 ' 1.2 ' 1 

2) \___L__ 4. ^' 4- ^* 4. __? 

1.2.3.4 "•" 1.2.3 "** 1.2 T l ~* 



1 ' + 4 + .... + 4==3- + i*=pL = 



1.2.. (2m) r 1.2..(2m-l) ' 1.2 1 

Genüge leisten, was offenbar immer möglich ist, weil diese Gleichun- 
gen sämmtlich vom ersten Grade sind. Die obige Summirung nimmt 
jetzt, wenn noch zur Abkürzung 



t/o L (2m)' ^ (2m-l)' 



+ 



gesetzt wird, bei umgekehrter Anordnung die folgende einlache Ge- 
stalt an: 

4) kf(x) + F(x,h) ' 

= Jf(x) + A^Jfix) + AJPJf"(ai) + ... + d fm - l V— i Jf<*— l >(x). 
Hier sind nun noch zwei Aufgaben zu lösen; zunächst muss man 
nämlich F(x,h) auf die einfachste Form zu bringen suchen, damit 
man im Stande ist den Werth dieses Ergänzungsgliedes, oder wenig- 
stens Gränzen anzugeben, zwischen denen derselbe enthalten ist, aus- 
serdem macht sich noch. die wirkliche Bestimmmung der Coeffizienten 
A t , A t , .. 4jm-i » d. h. die Auflösung der Gleichungen 2) nöthig. 

Zerlegen wir das unter dem Integralzeichen in No. 3) eingeklam- 
merte Polynom wie folgt: « 

5) ^ f > = ~(2mr + Vi)' ' 

A s h*jh-t )*!-», : A t h l (h-t)**-* ^«-^"-»(A-f)« 

+ (2m-2)^ + (2m-4)' 7" "" + 2' 

6> *<H> - ~- ^37— + (2«-57 + •- 

•••• \~ 



i im _,»*— '(A-0 



1* 



so kann man F(x , h) wie folgt ausdrücken 

i 

7) F(x,h) = f[<p(K-t)+y(h-t)}tV>*+ x \x+t)it. . 

Entwickelt man die Binome A— t, (h-t, 2 , .;.. (A— O 2 *"" 1 auf gewöhn- 
liche Weise und fasst alle mit gleichen Potenzen von A: versehenen 
Glieder zusammen, so findet man ohne Schwierigkeit 
<p(h-t) + V>(A-0 

= Hw + T&r + <^r + - + V] 



t « ' 



l^L(2m-l)' + (2m-2)' + ^ 1' • r *"*-*J 

+ — r-LcäüW + I2W + - + ~T~ + *-■ I 

A I, * -, < , r i - . . J t , , ' A v*~* . A i 
r^L-^^- + !&w + "■ + r + ^ W -*J 

A S,Im-3 r 1 i| ^ ,-| 

_ lfr^WLT~ + 2' + 1' + A * 

+ (2m-2)' L2' T 1' T J J 

A(2»-» r l .'- " 



+ 



r lm 



(2m)' 
d. i. wenn man die Gleichungen 2) berücksichtigt 



— (2m)' T (2m-l)' 

+ (2m-2)' + ' (2m-4)' : ^ '" ^ 2' 

r AJ H*-* , WH*»- ■ iam-iA 3 — f ? If 

_ L (2m-3)* + (2m-5)' + -•" + " 1' -•-> 

Vergleicht man aber die hier vorkommenden Reihen mit denen in 
]>fo. 5) und 6) , so erhält man die einfache Relation 
8) q>(h-t) + xp(h-t)'= q>{t) - if>(t) 
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hieraus folgt für t « -fA , xff(±h) =*= — tpi-fch) d. i. V("T*) = 0; 
vermöge der Bedeutung von tp(t) muss also hiernach für jedes ganze 
positive m 

(2m-3)' + (2w-5)' f ... -I- r - u 

sein und daraus erhält man der Reihe nach für m = 2 , 3 , 4 , ... 

Ä z = 0, 4 5 = 0, 4, = 0, .. 4 2 Vn-^ = 0. 
Berücksichtigt man ausserdem, dass aus der ersten Gleichung in 2) 
A t = — ■£ folgt, so sind jetzt alle Goeftizienten von ungeradem In- 
dex bestimmt Die Coeftizienten gerader Ordnung bestimmen sich nun 
aus der letzten Gleichung in 2), wenn man die für >4t-, ^a > — ^im-i 
gefundenen Werthe sub&tituirt. Es wird nämlich 



(2m,' (2m-l)' 

4. ^*? -l. , A * l Ä * 4. .*. A v»-i _ o 

^ (2m-2)< ^ (2at-4)' ^ (2w-6)' T * 2' ~ u 

oder nach Transposition der ersten zwei Glieder und Multiplikation 

mit (2m~l)' 

(2m-l)J, + (2m-l)(2**-2)(2m-3)A t + (2«n-l)(2m-2J ... (2m-5)A t + ... 

. ... + (2w-l)(8»»-2)...ai. ! ^*_» = |--5tL. 



Setzt man weiter für ein ganzes positives r 

(-U+V-, _ 1 1 (-l) f + f a a r-, 
v 1.2.3.. (2r) "*" 2 r 1.2.. (2r-l) 

so wird nach Hebung mit -§- und unter Rücksicht auf die Bezeichnung 

der Binomialkoeffizienten 

-f (2m-!),«! - \ (2*-l),a, + -|-(2»»-l) s « 5 — i'... 

1 Wt-1 



woraus durch Vfergleiehüng rifit der unter No. 1) nn §110. : angegebenen 
Relation zwischen den BetrnofftHi'schcn' Zahlen sogleich 

0*.^ - V^ mithin Ar 7,73^55 

folgt. Nach allen diesen Bemerkungen ' haben wir nun unsere Unter- 
suchung auf folgenden Punkt gebracht. Es ist nach No. 4) 

4* 



st 

9) hr(x) + F(x,h) = Jf(x) — ±hJf(.%) 

+ *&*rv> - Tä£f->r w + - + 'S^^ ^ 

und dabei weil t//(A-f) = wird wegen A t ^A^= ... = A lm -i = 0, 

10) F(x,h) = / ^A-O/^+'K^+O^ 
und darin 

#2m JU2m— 1 



(2m)' » (2*n-l)' 

+ 2'(2ro-2)' 4'(2m-4)' + "' ^ (2ro-2)'2' 

Berücksichtigt man endlich, dass die Gleichung 8) wegen xp(t) = 
und t//(A-0 = in g>(h-t) = q>(t) übergeht und bezeichnet man F(x,h) 
mit — R, so ist 

i2) nr(x) = jf(x) — ±hjr(x) 

+ l2 *f W L2 .3.4^' W+-+ 1.2...(2m^2) ' v * ;+ 

und dabei 

13) R = — / <p(tyfl*»+i)( x+ t)äf 4 



■=-/ 



Die Grösse Ä, welehe min den Rest der Reihe in 12) nennen kann, 
bedarf nun noch einer näheren Untersuchung. 

f ♦ K- 

Refttbetrachtung* 

Die Fimktion g>(f)> welche in dem Reste R vorkommt, besitzt 
eine Eigenschaft, die es möglich macht G ranzen anzugeben, zwischen 
denen der absolute Werth von R enthalten ist. Die erwähnte Eigen- 
schaft besteht nämlich darin, dass die Funktion q> t) innerhalb de» 
lntervalles t = J)is t = h ihr Vorzeichen nicht ändert und zwar, po* 
sitiv oder negativ bleibt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. 'Man 
erkennt diess leicht, wenn man der Reihe nach die Fälle m== 1,2,3, ... 
betrachtet. Dieser Untersuchung selbst, ttfi&ea wir jedoch eine Be- 
merkung vorausschicken, welche sich auf das Integral 
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t^o 



9(0* 



bezieht, wovon wir später noch einmal Gebrauch machen werden. 
Aus der Eigenschaft g>(t) = q)(h-t) folgt nämlich leicht *) 

<p(t)dt = 2 / <p{t)dt 




und wenn man in beiden Integralen für <p(t) seinen Wertb substituirt, 
so giebt die wirkliche Ausführung der Integrationen 
A 2m +* , JLhh** 



(2w+l)' 1 (2m)' 
A 2 h*h**-* A^h*»-* A % h*h*»~* 

+ (2m-i)' - + (2m-3)' + (2m-5)' + "*' 

= 2(-f-A) 2OT + t 24A(-fo)*» 

(2»t+l)' + • (2m)' 

2 i a *»(-j4) a — * t 2i 4 M(-H) 2m ~* , &!« **(**)»— , 
+ (2m-l)' + - (2m-3)' + (2m-&)' + '■"" 

wo um grösserer Bequemlichkeit willen die früheren CoefBzienten A, 

welche durch die Gleichungen 

1) Ai = -5- , A^r = 



(■J:)*- 1 ^-, 



(2r)' 

mit den Bernoulli'schen Zahlen zusammenhangen, wieder benutzt wor- 
den siQd. Dividirt man die obige Gleichung mit ä 1 " 1 * 1 so ist weiter 



*) Besonders anschaulich wird diess, wenn man an die geometrische. Bedeu- 
tung jedes bestimmten Integrales denkt. Das obige bezeichnet, wenn « = Cf{l) als 
Gleichung einer Curve angesehen wird, diejenige Fläche, welche die Abscisse h zur 
Basis hat, und von den Ordinalen <p(Q) , <JP(A) und der Curve selbst begränzt wird. 
Wegen <jp(0 == 9>(^"0 besteht aber die Curve innerhalb des Jntervalles bis h 
aus zwei congruenten an einander stossenden Zügen, welche rechts und links von der 
zur Abscisse t= -^-h gehörenden Ordinate symmetrisch liegen, daher sind auch die 
beiden Flächen congruent, ' welche über den Streeken von bis tj-A und von -zfh 
bis h stehen. Die ganze Fläche zerfallt also in zwei gleiche Theile, von denen das 
Integral 




den ersten über der 'Abscisse -^h stehenden aufdrückt. 



M 

2) - + At 

' (2m+l)' ^ (2m)* 

4- _ Ä * ... 4. d« J dt— 4- 4- -J 

T (2m-l)' ^ (2m-3)' + (2m-5)* ^ "" ^ 3' 

i i , 4 L_ 

(2m+l)' 2*" "*" (2m)' 2* , »- , 

Die Summe der auf der linken Seite stehenden Reibe findet sich leicht 
durch die Bemerkung, dass das allgemeine Schema der Gleichungen 2) 
in §. 10. unter der Form 



-^»i , -«a _j_ _r ^»— i _i ^n— j 



+ •-=?- + TT-TTT- + -. + — 5T 2 - + 



(n+1)' ' »* ' (n-1)' ' 3' ' 2' 

= - A % _ 

dargestellt werden kann , woraus für n = 2m und unter Berücksichti- 
gung von -^ a = A h .... = ^/ 2 n-i ^ & sogleich die gesuchte Summe 
folgt« Man hat dann aus No. 2) 

») «=» »+>- «... 



(2m +1)' 2*» ' (2ro)' 2 2lB - 1 
"*" (2m-l/ 2*»-» + 2m-3 2**-* "*" "" "*" 3* 2* 

Setzt man noch den Faktor A 1 " 1 * 1 zu, so ergiebt sich das ursprung- 
liche Integral wieder nämlich 

h 

<p{t)dt = — ^ 2m Ä*»+*. 




Um den Grad der Funktion q>{t) im Auge behalten zu können, wollen 
wir im Folgenden q>(2m,t) für (p(t) setzen, so dass also q>(2,t) , q>(4,t) 9 
g>(6,t) etc. die speziellen Polynome sind, die für m= 1,2,3,... aus 
ip(t) = <f>(2m,t) hervorgehen. Demnach ist 

5) 9(2m,() = ^ + -^tiT" 
"*" (2m-2)' "•" (2m-4)» + "" "•"■ 2' 
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(2m-4)' ' (2ro-6)' ' 2' 

und es lässt sich nun zeigen, dass wenn q>(2m-2,t) innerhalb des 
Intervalles t = bis t= h sein Vorzeichen nicht ändert, auch <p(2m,t) 
innerhalb dieses Intervalles einerlei Vorzeichen aber das entgegenge- 
setzte von dem des <p(2*w-2,f) besitzt . Hierzu bedarf es nur des Nach- 
weises, dass diese Eigenschaft för das Intervall f = bis f = -3-* 
statt findet, weil sie durch die Relation <p(h-t) = q>(t) sogleich auf das 
ganze Intervall bis h ausgedehnt wird* 

Betrachten wir zunächst den Differenzialquotienten von qp(2ro-2 , f ) 
nämlich 

fi»-3 ALU*—* 

+ — * 



*(2m-3)' ' (2ro-4)' 
"T — /c% _ gv , 1 r ft - — =r, — + •..• + 



(2ro-5)' * (2ro-7)' 1' 

und setzen wir voraus, dass derselbe während des Intervalles bis -%-h 
sein Vorzeichen nicht ändere, so findet diese Eigenschaft auch bei der- 
jenigen Grösse statt, welche aus <p'(2an-2,t) dadurch hervorgeht, dass 
man letztere Funktion 1 mit hr 2m dh multiplizirt und zwischen den Glän- 
zen * =s h und h = cjo integrkt *). Diese Grösse ist: 
't*— h-**+L A t t*—* *-*•+* 

+ ~~7c 



(2m- 3)' 2ro-l ' (2m-4)' 2m-2 



*) Ein bestimmtes integral ist bekanntlich die Grinse einer Etanentensnuimc, 

nämlich für &~ a = <J 
n 

x(h)dh*=:Lim[äx(<*) +*(«+*) + <fr(«+2d) + ... + <fr(a+n-l<*)] 

also bedeutet die obige Integration nichts Anderes als Addition aller der Grössen, 
welche aus d(p(2m-2 , l) hervorgeben , wenn man für fc der Reihe nach h, h + o, 
h + 2d, h + S#, in inf. setet und nachher d bis tnf Gränze Null abnehmen las*!. 
Da aber l<\h, so iit auch *<*# *<* + <*, t<^h.+ 2d, «te. nnd hieraus 
erhellt ««gleich die Richtigkeit der im Texte ausgesprochenen Bebanplung. 



5« 

^2^5 ft-»m+4 ^ 2m -^f A~* 



+ (2m-5)' 2ro-3 + "•" + 1' 3' 

und wenn man den Paktor A— 2m + ! weglässt, so folgt, dass 



(2m-3)' 2m-l (2m-4)' 2m-S 

AJ**-* Ä« , , -^m^i* *»— ' 



+ (2ro-5)' 2m-* + "" + T ■ 3 

einerlei Zeichen hat und zwar dasselbe wie ()p'(2ro-2,f). . Dasselbe Vor- 
zeichen kommt offenbar auch Dem zu, was aus dem Vorstehenden wird, 
sobald man es mit dt multiplizirt und zwischen den Gränzen t z=s t und 
t= -j-h integrirt, weil hierbei t immer kleiner als die obere Integra- 
tionsgränze -fch bleibt. Die Ausführung dieser Integration giebt: 



(2m-l)' ' (2m-2)' 

"** <2*-S)' "*" (2m-5y "t. "" "^ 3* 



-[ 



,2m-2 ^Äf**-» 



(2ro-l)' * (2ro-2)' 

^A 2 j*"-V AjhH*»~« Ay+JP^t* 1 

"*" (2w-3)' "*". (2ro-5)' "*" "•' ,. 3' J* 

Sondert man von der ersten Reihe den gemeinschaftlichen Faktor A 2 /"— 2 
ab, so ist das Uebrige nach Formel. 3) summirbar,. indem, man dort 
m-l für m schreibt* Multiplizirt man noch mit t, so folgt jetzt, dass 
der Ausdruck > «• 



[ 



,2m-i A x ht*<*-* 



(2ro-l)' * (2w-2)' 

^ (2m-3)' + (2m-5) r + "' ^ S 1 " + P~ J 

innerhalb des Intervalles bis -%-h sein Vorzeichen nicht ändert und 
zwar dasselbe behält mit (p'{2m-2,t). Berücksichtigt man aber, dass 
die vorstehende Reihe abgesehen vom Vorzeichen = <p'(2m,t) ist, so 
erhält man den Satz: „die Funktionen qp'(2m-2,f) und <p'(2m,f) än- 
dern innerhalb des Intervalles bis -%-h ihre Vorzeichen nicht, das 
Vorzeichen der letzteren aber ist das Entgegengesetzte von dem der 
ersteren." Wenn nun q>*(t) positiv bleibt, so wächst q*(t) einem be- 



kannten Theoreme zufolge eben so lange als <p*(t) das positive Zeichen 
behalt, da aber q>(i) für 1= verschwindet, so längt die letztere 
Funktion ihr Wachsthum bei Mull an und bteibt mithin stets positiv ; 
ist dagegen q>'(f) eine Strecke lang negativ, so nimmt tpif) eben so 
lange ab, da aber diese Abnahme bei Null anfangt, öo bleibt dann 
q>(t) negativ, es sind also q>\2m,t) und q>(2m,t) immer zugleich 
positiv oder negativ; dasselbe gilt natürlich auch von q>'(2m-2,t) und 
gp(2#*-2,f) und daher können wir den vorigen Satzt jetzt folgender- 
maassen aussprechen: „die Funktionen cp{2m-2,t) und (f(2m,t) än- 
dern während des Intervalles bis -fch ihre Vorzeichen nicht; das 
Vorzeichen der letzteren ist aber das Entgegengesetzte von dem der 
ersteren." Fangen, wir nun beim einfachsten Falle an, so ist für 
m = 1 

negativ von 1 = bis t = 4-A, mithin ist .während desselben lnter- 
valles q>(4,t) positiv, <p(6,t) negativ u. s. f. also g>(2m,t) positiv oder 

negativ, jenachdem m gerade oder ungerade ausfallt. Nach der frühe- 

> 

ren Bemerkung folgt daraus, dass a?(f) während des ganzen Interval- 
les bis h einerlef Vorzeichen hat. 

.i. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung des Restes 



= — / p*»+*)(x+t)<p(t)dt. 



Nennen wir f =» a und t = ß diejenigen innerhalb des Intervalles 
bis h liegenden Werthe von t, für welche /< 2m + *)(#+*) den grössten 
und kleinsten unter allen den Wertben annimmt, die ihm innerhalb 
jenes Intervalles zukommen, so sind die Differenzen 

/<**M)(a>+i) _ /^«H-O^+a) 

und /C^+^H-f) — f^ 2m ^ % Xx+ß) 

von entgegengesetzten Vorzeichen. Da nach dem oben Bewiesenen 
q>(t) von f =5 bis * = h sein Zeichen nicht wechselt, so folgt hier- 
aus, dass auch 



*8 

von entgegengesetzten Vorzeichen sind. Dasselbe gilt von Dem, ms 
hieraus hervorgeht, wenn man mit dt maltiplizirt und innerhalb der 
Grinsen f = bis t = h integrirt. Daraus aber, dass die Differenzen 




h 




f 



entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, folgt dass der Werth von 

h 

Z»*»- 1 (a?+/)y(0* 

zwischen den Grössen 

i/o e/o 

d. h. zwischen 

^«+ 1 )(a?+a)t-^mÄ am + 1 ] , und f^+^x+ßK-A^h*«*'] 
enthalten ist. Es liegt njithin 

R zwischen A lm k lm + i f< lm + t )(x+a) 
und Awh^n+'flto+Vix+ß). 
Betrachten wir nun die Differenz 

' R — ^ ro Ä 8m +Y^«+i ( x+t) 

und lassen wir darin x das Intervall * = bis % = h durchlaufen, 
so wird dem Vorigen zufolge diese Differenz vom Negativen zum Po- 
sitiven oder umgekehrt übergeben, weil unter den Werthen von t auch 
die t = a und % = ß vorkommen müssen. Vorausgesetzt, das« die 
ganze Differenz eine stetige und endliche Funktion von v darstellt, 
wozu Stetigkeit und Endlichkeit von f^ lm ^^(x+T) von T=r0 bis r = A 
gehört, so schliesst man daraus, dass es einen Werth t' von % giebt, 
für welchen jene Differenz auf Null reduzirt also 

R = ^ 2ro A 2 «+V' (2m+l) (a?+^) 
wird. Da Ä>r'>0 ist, kann man t' = Mi setzen, wo l einen po- 
sitiven ächten Bruch bezeichnet und dann hat man 

Setzen wir für A lm seinen Werth durch B 2m ~, ausgedruckt, so kön- 



nen wir das Endresultat der ganzen Untersuchung in folgendem Theo- 
reme zusammenfassen: 

Bleibt der (2m+I)ter Differenzialquotient einer beliebigen Funk- 
tion f(u) endlich und stetig innerhalb des Intenralles u = x bis 
w=z x+hy so gilt die Gleichung 

7) hf(x) = Jf(x) — \hJf(x) 

worin l einen positiven ächten Bruch bezeichnet« 

Es giebt noch eine zweite Form des Restes, die zwar der so eben 
entwickelten an Allgemeinheit nachsteht, aber wegen ihrer häufigen 
Anwendbarkeit wichtig ist. Setzen wir nämlich voraus, dass /**'•+ ^(a+f) 
sein Vorzeichen innerhalb des Intervalles f = bis f = h nicht ändert, 
und bezeichnen wir mit f = a und t = b diejenigen Werthe von t f för 
welche <p(t) innerhalb des genannten Intervalles sein Maximum und 
Minimum erreicht, so lässt sich durch eine der vorigen ganz ähnliche 
Betrachtung leicht zeigen, dass das Integral 

8) f ^(O/t^^+OA 
zwischen den Grössen 

9>(«) / / c * ,l+l) (a?+0* «nd q>(h) I fV+^x+t)* 

d. h. zwischen 

9(«)t/ ,2w) («+*) — f(p)) - q>(&)Jp*Kx) 
und g>(b)[fi*")(x+h) — f(x)] « q>(b)Jf(**Kx) 
enthalten ist. Das Maximum cp(a) und das Minimum y(6) sind aber 
leicht zu bestimmen. Wir wissen nämlich, dass <p\t) für ein gerades 
m innerhalb des Intervalles t — bis t — -*-A positiv bleibt und folg- 
lich <p(t) während dieser Strecke immer wächst, sein Wachsthum mit 
dem Werthe qp(0) «= anfangend. Ferner ist g>(h — t) — <p(t) , mit- 
hin nimmt die Funktion von t » \h bis t = h ebenso ab , wie sie 



in dem vorhergehenden Intervalle zugenommen hat, sie muss folglich 
für i = \h ihr Maximum erreichen und ihr Minimum ist <p(0) = (K 
Bei ungeraden w dagegen ist q>'(t) , negativ von t = bis t ;= -|-A 
und daher nimmt gp(f) wahrend dieser Strecke ab, seine Abnahme mit 
<jp(0) = beginnend. Aus <p(h-t) = <jp(f) folgt hier ganz, wie vorhin, 
dass für t = -|-Ä die Funktion ihr Minimum erreicht. Wir haben 
demnach 

für gerade m ^ y(a) = q>(^-h) , g>(b) «s .41 
für ungerade tn , <p(a) = , <p(6) — g>(-^-h) 

und wenn wir beides zusammenfassen; so liegt in jedem Falle das 
Integral 8) zwischen und y^ty^ 2 " ^) ; wir können daher 

setzen, wo X einen positiven ächten Bruch bezeichnet. Der Werifc 
von qp(-H) findet sich leicht nach einer früheren Formel; nach Nö. 11) 
in §. 11. ist nämlich 

5P(itä) - A [ {2 mY * (2^1)' 

+ 2'(2m-2)' 4'(2ro-4)' T "" ^ (2ro-2)'2' J 

d. i. nach Formel 2) in §.10. 

(-l) m 2 2m -l 

Substituiren wir diese in die Gleichung 0) und berücksichtigen, dass- 
jenes Integral negativ genommen den Werth von R darstellt, so ge- 
langen wir zu dem Theoreme: • 

Wenn der (2m-f l)te Differenzialquotient von f(u) innerhalb des 
Intervalles u — x bis u = x + h endlich und stetig bleibt, zu- 
gleich aber sein Vorzeichen nicht ändert, so gilt die Gleichung 
10) hf{x) = Jf(x) — ±hJf(x) 

+ # '/■« - iän'/"W + - + ^S'llV ^-'^ ' 



6t 

Denkt man «eh auf der rechten Seite noch den Ausdruck 

zugesetzt, so verwandelt sich die Gleichung in die folgende 
11) .•*/•.<*) = W) — i*^/"^) 

+ v l > l A 2 ^ . \l 1 2...(2m)^' W ' 
Da 1>>A>0, so ist hier 

2*"-l y 2*"-l , ^ _ 

oder weil die linke Seite, kürzer durch 1 — o2 m ^i ausgedruckt wer- 
den kann^ auch * 

:.• . 2 2m -l " <*: ' ' .. 

1 2> A 22m— i - 1 .> — 1 

« 

woraus man erkennt , dass der eingeklammerte Paktor des letzten Glie- 

1* 
, uten Werthe nach unter der Einheit liegt; 

in welchen Fällen derselbe positiv und in welchen er negativ ist,,ent- 

scheidet «ich leicht, wenn main in der g^nz allgemeinen Formel 7) 

m + 1 für m schreibt und das so Entstandene mit No. 11) vergleicht. 

Man findet so 

1.2...(2m+2)' >&+W- L*a^* 'JlJ...^^/ ?.'<*> 

d. i ..-••;••• . ■•• '• •• • 

. . /!,- 1*3^.7 ij u.3...(*n) / . /«r+w-o«. .s :, 

Haben nun /'( 2m + , )(w) und yC^+^O*} innerhalb des Intervalles u ä a? 
bis u =' i + ä gleiche VoTieichen , so kommt dasselbe Vorzeichen 
auch dem Integrale auf der rechten Seite zu, und folglich muss jetzt 

- »\ . . \ i OStlTf • ' ' ' ■' ' ' • • ..' '1 ■ •» '' 

- ,;- . A ..2«*— * •. ■ ' * ••■■■■. f 

negativ ' sein , weil sonst «wei von Null verschiedene 1 tfber mit entge- 
gengesetzten Vorzeichen versehene Grössen einander gleich seid müss- 



ten. Haben dagegen fP»+Hu) ™d /t*»* 1 ^*) ungleiche Vorzeichen, 
so folgt aus ähnlichen Gründen , dass 

2 2m -l 

positiv ausfallen muss. Setzen wir den in Rede stehenden Ausdruck 
im ersten Falle = — x und im zweiten = + x, wo x immer einen 
positiven ächten Bruch bezeichnet, so haben wir das Theorem: 

Sei f{u) eine Funktion deren (2m-f 3)fer Differenzialquotient end- 
lich und stetig bleibt von u • = x bis u = x + Ä. Setzt man 
ferner voraus, dass /< 2m + 1 )(t*) und /C* i "+ , )(ii) während desselben 
Intervalles ihre Vorzeichen nicht wechseln, so ist, wenn beide 
gleiche Vorzeichen haben, 

12) hf(x) = Jfcx) — i-hJf(x) 

und wenn sie- ungleiche Vorzeichen besitzen 

13) hf(x) = Jftx) — ±hJf(x) 

' ^-^^a^^«) ■■" : :. 

wobei immer x eine zwischen und + 1 fallende Grösse be- 
zeichnet: ... 
Sind also die aufgestellten Bedingungen erfüllt, so beträgt der Reit 
seinem absoluten Wertbe nach jedesmal weniger als. das zuletzt in 
Rechnung gebrachte Glied der Reihe, wodurch man immer im Stande 
ist, Gränzen für den begangenen Fehler anzuheben. . 

Vereinigt man endlich noch in Na. 12) das lebete Glied der Reihe 
dadurch mit dem Reste, dass man 1 — x = X setzt, so erhält m?n den Satz : 
Wenn der (2m+l) tc und (2m+3)*e Differenzialquotient von f(u) 
innerhalb des Intervalles u = x bis ti= x + h endlich und ste- 
tig bleiben uqd während desselben gleichzeitig entweder positiv 
oder negativ bleiben, so ist 



14),. */»(*) m Jf(m) — $kJf(*) 



+ 1.2.3... (M . ' W 



(2w) 

wo A eine zwischen und + 1 fallende Grösse bezeichnet. 
Hier macht also der Rest einen aliquoten Tfceil desjenigen Gliedes aus, 
welches- folgen würde , wenn man die Reihe weiter fortsetzen wollte. 

In den folgenden Paragraphen werden wir nun eine Reihe von 
Beispielen für die allgemeinen Theoreme dieses Paragraphen entwickeln 
und zwar werden wir solche wählen, die in verschiedenen höheren 
Untersuchungen «ine wichtige Rolle spielen. 

* ■ 

ESiitwickelung von h : (e*-l). 

Die einfachste Substitution, welche man für /"(«) treffen kann, 
ist f{u) = e u , sie giebt für ein positives ganzes r ' 

und da fi r \u) für endliche reelle u sich continuirlich ändert ohne un- 
endlich zu werden und da ferner sämmüiche Differenzialquotientf n positiv 
bleiben , so ist- nach No. 14) im ' vorigen Paragraphen für aüe mög- 
lichen o? und ä 

he* = («M>* — -i-ÄC^-lK 

'- + 1.2... (2ot-3) . ^T 1 . 2 . 3 ... (2m) ^ ljr 

oder nach beiderseitiger Divis«"}' mit («*-l)e* 

"*" 1.2 1.2.3.4 "*" ""."*" 1.2.3.... (2m-2) 

.. 1.2.3.. f (2«) 
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Es liegt nun der Gedanke sehr nahe, diese Reihe in V Unend- 
liche fortzusetzen, so dass nach Transposition" des Restes und durch 
Uebergang zur Gränze für unendlich wachsende m 

2 > ^r + 'w ■«■> "'£&> - ' - * 

"*" 1.2 i.2.3.4 "*" 1.2.3.4-5.6 ~ "*" ia mf# 

werden würde. Der links vorkommende Gränzwerth bestimmt sich 
leicht, sobald man sich erinnert, dass eine Funktion ^(m) für un- 
endlich wachsende m unbegränzt ab- oder zunimmt, jenachdem der 

Quotient ^/ m v — von ?*aer gewissen angehbarea Stelle an kleiner 
oder grösser als die Einheit wird und bleibt, oder jenachdem 

I,m %Km) < * ° der > ' 
ausfallt *). In unserem Falle wäre nun zu setzen 

Da aber andererseits nach einer bekannten Eigenschaft der Bernoulli'- 
schen Zahlen 

.. 4 2m + aK"+ 8** + '"f." 1.2.3... <2m) > 
also, die Summe der links stehenden Reihe kurz mit S 2WI bezeichnet, 

1 . 2. 3 ... (2m) ~~~ 2**-*?r*« 
ist, so kann man an die Stelle der Gleichung : 3) die folgende setzen 

S A am 

Daraus ergiebt sich nun für unendlich wachsende in 

Um J!<SpV _ um \[pt %*- J « ( * ) 

tp(m) \-\2tz1 S 2m J ■ \2n;/ 

wenn man nämlich berücksichtigt, dass lim [S* m +a : £*»] '== 1 ist. 



*) M. s. des Verf. Hau dbtfchl der Differenzialrechnung $.37. 



«I 

Für q— <" 1 also A <" 2 tt wird jetzt dem oben erwähnten Theoreme 

zufolge Limxff(m) = 0, mithin, weil l einen ächten Bruch bezeichnet, 
auch Lim [lip(m)] = und wenn wir diess der Bedeutung von *p(m) 
gemäss für die Gleichung 2) benutzen, so ist 




1.2 . 1.2.3.4 ' 1.2...6 
wobei der absolute Werth von ä < 2 7r sein muss. 

Anders * gestaltet sich die Sache , wenn der «absolute Werth von 
h ebensoviel oder mehr beträgt als 2 n. Zwar behält die Gleichung 2) 
auch hier ihre Geltung, aber man kann jetzt die Reihe jucht mehr 
in's Unendliche fortsetzen ohne sie divergent werden am lassen und 
auf ein in jeder Beziehung unbrauchbares Resultat zu kommen. Will 
man sich die Muhe nehmen* den Rest mit Hülfe fies Integrales 

h 

o 

zu berechnen , indem man die hier angedeutete Quadratur ausführt, 
so kann man allerdings zu einem vollkommen genauen Resultate ge- 
langen , dieser Weg würde jedoch viel mehr Umstände verursachen als 
die direkte Berechnung der auf der linken Seite stehenden Grösse. 
Gleichwohl aber ist die Formel 1) in so fern brauchbar, als sie eine 
Reihe von Gränzen liefert, zwischen denen der Quotient h : (e*-l) 
enthalten ist. Denn setzt man der Reihe nach m = 2,3,4,.. so gel- 
ten die Gleichungen 

* _ , _ju . B t h* _ lB s h* 
e*_l - 1 »" ^ 1.2 1.2.3.4 



e*-l * ' 1.2 1.2.3.4 ' 1.2..6 

k . B,fr» _ B^h* Bjk* kB % h* 

^ _ l „A + 1>2 1.2.5.4 + 1.2..6 1.2..8 



und aus ihnen folgen wegen 1>>1>0 die Ungleichungen 



» . 



* <l-*i + *.** 



7T > * 12 1.2.8.4 



5Ll ^ ^ 12 1.2.3.4 1.2..6 



■jq- .> * t* t 1.2 1.2.3.4 ^ 1.2..6 1.2..8 

U. 8. W. 

Finden sich unter diesen ein paar benachbarte, welche in einer Partie 
Deziowtitellen übereinstimmen , so hat man auf eben so fiel Dezimal- 
stellen auch die links stehende Grosse berechnet 

Es verdreht noch bemerkt zu werden, dass die Formel 4) zu 
einer independenten Bestimmung der BernouHi'schen Zahlen benutzt 
Werden kann, sobald man die auf der linken Seite stehende Punktion 
von h mittelst des Theoremes von Mac Laurin in eine nach Potenzen 
von A fortschreitende Reihe verwandelt und die Coeffizienten beider 
Reihen mit einander vergleicht. Für 

**> - tct ■ 

ist nämlich zufolge des eben erwähnten Satzes 

W) . *<» + *«Lk + *$-* + -f^v + .... 

und wenn wir diess mit No. 4) vergleichen, so ist offenbar für ro>l, 

5) Ä 3m -4 a (-l)^y^>(0). 

Wollte man den rechts vorkommenden Differenzialqnotienten auf ge- 
wöhnliche Weise zu entwickeln versuchen, so erhielte man denselben 
unter der vieldeutigen Form -£- und wir müssen daher einen anderen 
Weg einschlagen. Setzen wir 

so ist identisch, wie man leicht feinsieht, 

<p{h) = <p(±h) — y(£h) 
mithin für eia gaazes positives n 



y(»)(A) = ( iyy«)(.i*) — (£)»ijX«><£A) 
und für h = nach Multiplikation mit 2* 

2»y<»>(0) = y(»>(0) — i/>< n >(0). 
Hieraus ergiebt sich zwischen qp(")(0) und t^ n >(0) die Relation 

wo nun ipi*\Q) offenbar nicht unter die vieldeutige Form ■%■ gerathen 
kann. Um also nach der Formel S) oder 

die Bernoulli'schen Zahlen berechnen zu können, müssen wir zunächst 

tpt*>(0) entwickeln , was auf folgende Wei9e geschieht Zufolge der 

bekannten Formel 

d?(uv) • &v • du dt"** dht fr^h) 

~dF~~ "" " ^ AT* + n% lk "W^ + ** **~ *F*~ + — 

ergiebt sich zunächst 

und wenn A = genommen wird 

8) *M(0) = "-^-(iS^r) ' (f*r* = 0). 

Man hat ferner durch wirkliche successive Differenziation 
d ( 1 \. _ -e» d* / 1 \ «»-«» 

rfA \ «*+l ) - <e»+D* ' HF\ e»+l ) ~ («Hl)* ' "" 
wobei man leicht die Form dieser Gleichungen entdeckt, nämlich 

<j— ' / 1 \ 
dh«- 1 \ e*+l / 
iT,eC— O* + K t **-*» + AT,««"-»)* + .... + Ä._,e* 

^^^* ■ ' ™ ■■■■-!■ ■- ■ ^ ■— ^^m* — ■ ■ ■ — ■ »»* »■■ ■■■■■ —■■■—■■■■ ^-. *m ■ » ■ 

(«*+l) Ä ' 

worin K t , K 2 , ... K n gewisse noch unbekannte num*mdke Coeffizien- 
ten sind , deren Werthe auf folgendem Wege gefunden werden. Es ist 

= *,«<«-•» + ATjefr-»)* + «,«<»-*)* + ... + *,_,«*. 

5* 



Ferner hat man für positive A >> , 
_l e^*_ 

folglich 



— #-* — #-» 



4- *-*' — " 



-£Sr( ~£t ) = (-D-HI- 1 «-» - *- *"» + *-*-» - ....] 

Multiplizirt man diese Gleichung mit («*+!)*, ordnet rechU Alles nach 
absteigenden Potenzen von 6*, so wird 



(D-^+D--^!^) 



«tt« 

I 

. . + [3»-» — H»^-* H- »aj««»-»^ 
— 14"-» — njS"- 1 + «a^- 1 — «,]e<»-*>* 

■+ . . ■ 

wobei rechte das mit e* rerseheue Glied das letale sein rnuss , wie in 
No. 9). Für A = wird nun 

*•-' / 1 \ 

■3BFr(-?+i-j > (* = «> 

oder wenn wir die Bezeichnung 

10)' Lp = f*~* — «rfM)- 1 + * 4 (f-2)*-» — .... 
einfuhren, 

:W=r(-?TT) ' (A = °> 

=*= — 2» — i' 1 — ** '"*" ^ 3 — V "*" •—( 
Hieraus ergiebt sich endlich nach 8) und 7) für n = 2m 
_ X-l)"+<m <** 'f *» \ 

"am-i — 2 am " l (2 im -l) l^ ^ * — ,# "I 

wie zuerst Laplac* gezeigt hat. 



f 14» / 

KmtwiekeluBg von J\a?). 

Als zweites und sehr wichtiges Beispiel betrachten wir diejenige 
Punktion, welche durch die Gleichung 

1) q>(u) = / d»-ie- & d& 




definirt wird uni für welche man die ausschliessliche Bezeichnung r(u) 
eingeführt hat. In dem Falle wo u eine positive ganze Zahl ist, lässt 
sich der Werth des Integrales rechts ohne Schwierigkeit, entwickeln 
man findet nämlich 

2) JH(1) = 1, r(2)=l, r(3)=1.2, 1X4)« 1.2.3, .... 

r(*) = i,2.3.... (fc-i) 

für andere u dagegen bildet J\t*) eine eigentümliche Transscendente, 
welche für positive n stets endlich und stetig bleibt, für jedes negative 
ic dagegen unendlich wird. .Ferner besitzt dieselbe folgende für unsere 
Entwickelungen wichtigen Eigenschaften *). 

3) n«+ix= ur(n) 

Dm uun die Formeln des §.12. anzuwenden, setzen wir /(«*)= «(•*)' 
es ist dann 




*) Theorie and Tafel der ebenso wichtigen als interessanten Gamma funktionell 
findet man in des Verf. Werke: Analytische Stadien. 



/"(«) = I du, "**"" 



-f. 



1-«-" 



überhaupt für ein gantes pösitftet r 

foxu) = rz -^-^ 



i. 



l-e 



—<o 



Nehmen wir weiter A = 1 , so wird 



00 



und den Werth des Integrales rechts findet man, wenn man in der 
Gleichung 1) u = 2r und # = uco setzt; es ist nämlich 

T(2r) 1.2.3... (2r-l) 



Jf(*)(u) s= — 



w « > ■ ' ■! 



Berücksichtigen wir nun, dass für jedes positive u die Funktionen 
/< 2m + ! >(ti) und f& m +*)(u) endlich und stetig bleiben und durchaus 
dasselbe Vorzeichen besitzen, so ist jetzt nach der 14*« tt Formel in 
§.12. und' unter der Rücksicht, dass Jf(u) = lT\u+l) — WX«) 
= lu ist, 

dtrc«) _ t i B t l B t l 

•••• i r* r* ' ' fr ' v ~ T" 



2»-2 x**- 2 7 2w tf 1 * ' 

Um hieraus eine Formel für /J\#) und dann für r(x) abzuleiten mul- 
üpliziren wir überall mit dx und integriren zwischen den Gränzen 
x — x , x = a, wo a eine positive noch unbestimmte Grösse bezeich- 
net; es wird dann 

W(x) — ir ( a) - (*— -f) Ix— x — [(«—-§-) fa— a] 

t 1.2\oj «/ 3.4 \*» #»/^5.«\x» a« / 



• ••• 



•••• rf~ 



(.l)^ iw - a / 1 1 \ (-l) m ^m-r /° 

(2ro-3)(2ro-2) \ a? 1 «-» a* m - a / "*" 2m ^ x 



2m 



Das zuletzt vorkommende Integral liegt aber wegen l.>iL>0 zwischen 
den Gränzen . , • 



11 



/x 

und bildet daher einen Bruchtheil des letzten Ausdrucks. Nennen wir 
x eine zwischen und 1 liegende Grösse, so dürfen wir aus diesem 
Grunde 

/x 

setzen und die rorige GJeichung JSsst sieb nun durch Vereinigung der 
Grössen 

Wia) und (a— fr h - a = 1 1 -^± J 
in folgende Form bringen: 

W(x) = l [ * n f 1 + (ar - i)te - * 



(-l)»g >w ^, / 1 1 \ (-1)"+'»«,,»-, / 1 1_\ 

" M2m-3)(2i^2)\ »**-*"«*««-* J" 1 " (2»-l)(2») \a**- , ~«*»- 1 J' 
Durch Uebergang zur Gränze für unendlich wachsende a, wobei 

sein möge, giebt diese Gleichung 

8) Wfr) = lA + (#—•£) Ix — x 

^ 172 T 5.4 a? "*" 5.G a?* ~~ "" "*" (2ro-3)(2m-2) a? 1 «- 3 

(2m-l)(2ro) a;**- 1 
und hier kommt es nifti noch auf die Bestimmung von A an, dessen 
Werth offenbar ein endhefrer und angebbarer sein muss, weil sonst 
eine bestimmte Grösse einer unbestimmten gleich sein würde. Setzen 
wir 

—TUT Ä ^ 

wo nun t^(oo) = A ist, »0 haben wir 
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tf>(a)tt>(a-\-±) _ ff+l- r(a)r(a+± ) (2a)**~T 

i//(2«) . ~ e* * . T(2a) Ir^W+gr 

oder wenn wir nach möglichster Hebung die Formel 4) anwenden 

Lassen wir a in's Unendliche wachsen and berücksichtigen^ dass erstlich 

AA 

und dass zweitens der Gränzwerth der linken Seite = — — = A ist, 



so ergiebt sich A = v2lr und nach No. 8) 

9) ir(x) = -£- J(2tt) + (x —- 1-) Jx - x 

+ .£i__L__?»._L_uJ!*__L_ o. (-D* Ä »—» i 



1.2 x 3.4 x« ' 5.6 x« •"* ' (2m-3)(2m-2) »*"-» 

(-lyM-yg,^ 1 

■*" (2m-l)(2») aP— % ' 
Durch beiderseitige Addition und Anwendung der Formel 3) wird hier- 
aus noch 

10) ir(L +x) = ± f(2*r) + (x + -f ) I» — * 

"* 1.2 x 3.4 x a " r 5.6 x« "' ^ (2m-3)(2m-2) x 

(-!)»»'«■,._, 1 

"•" (2m-l)(2m) x*»-' ' 

Um nun zu I\l+x) zurückzugelangen, setzen wir 

1I / i o_"—a,i,_*'ftfl_s •••• » 



1.2 x 3.4 x« ' 5.6 x* (2w-3)(2«-2) « 

+ — (2m-l)(2w) 1^=T = * ( *' W) ' 



lind dann findet sich ohne Schwierigkeit 

12) F(l+x) = V2*x/-£]f «¥<*-">. 

Wollte man auch in diesen Formeln die Reihen dadurch zu unendli- 
chen machen, dass man m unbegränzt anwachsen Hesse, so würde 
man auf kein brauchbares Resultat kommen, denn es lässt sich leicht 
zeigen, dass der Ausdruck 



18 

(2»-l)(2m) ~a> 3 

für jedes endliche bestimmte äs unendlich wird, sobald m in's Unend- 
liche zunimmt und diess würde dann zu dem nichtssagenden Resultate 
führen, dass ir(l+x) + <£> gleich einer Reihe wäre, welche von einer 
gewissen Stelle an divergkt. Gleichwohl aber sind die Formeln 10) 
und 12) höchst brauchbar, weil sie jederzeit Griazen angeben, zwi- 
schen welchen der Werth von JJT(l+a>) oder JT(l+x) zu suchen ist. 
Nach No. 10) hat man z. B. 
ir(l +*) > £ 1(2tv) + (*++) Ix - x 

W(l+X)<±l&7t) + (*+i) fo — + |& i. 

Ir(l+X)>±l(27t) + (X + ±)IX-X + ^ 1- A^ ^ 

»X1+.X+KW +(0+^)^-0; + ^^-^^ + ^^ 

U. 8. W. 

Ist nun a> eine nur einigermassen grosse Zahl, so nehmen die Glieder 

ns Ä__L Il.1 j?».1 

1 ' 1.2 s ' 3.4 x* ' 5.6 x* 

offenbar eine Zeil, lang ab , weil anfangs die Bernoulli'schen Zahlen fal- 
len und erst später bedeutend zu steigen anfangen*); es werden also, 
die Gränzen, zwischen welchen W(l+x) enthalten ist, sich anfangs 
einander nähern und erst von einer gewissen Stelle ab sich von ein- 
ander entfernen. Für die praktische Berechnung ist es natürlich am 
vorteilhaftesten, dasjenige Paar von Ungleichungen zu wählen, deren 
rechte Seiten am wenigsten von einander verschieden sind , bei welchen 
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*) Die Bernoulli'schen Zahlen B\ , 
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... Bjj sind nämlich 


1 


1 


1 


1 


5 


691 


7 




6 


' 30 


' 42 ' 


30 


' 66 ' 


2730 


' 6 ' 




3617 


> 


43867 
708 


9 


174611 
330 


9 


854513 
138 ' 


236364091 


510 


2730 








• 


8553103 
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also die Gränzen für W(l+x) einander am nächsten stehen. Diese 
Stelle lässt sich mit einiger Sicherheit a ftiori bestimmen; sie ist 
nämlich da, wo das allgemeine Glied der Reihe IS) 

(2r+l)(ar+2) a?** 1 
seinen kleinsten Werth erlangt und nur wenig van Null dtthrirL Da 
nun das vorhergehende Glied 

Bjr-^,1 l 

(2r-l)(2r) a?*- 1 
nur wenig grösser sein soll, so muss die Differenz 

<2r-l)(2r) a?*-' (2r+l)(2r+2) a? 1 ** 1 

beinahe gleich Null sein und daraus findet man näherungsweit» 

JWi _ (2r+l)(2r+2) . 

B v -+ ~ (2r-l)(2r) 
Andererseits hat die linke Seite den Werth 

(2r+l)(2r+2) S lr +* 
(2*)* S lr ' 

Nehmen wir den Quotienten S ir +j : 5 sr beiläufig für 1 , so giqbt die 
Substitution in die vorige Gleichung 2r(2r-l) = (2ft) t x 2 f d. i. nähe- 
rungsweis V = nx. In dieser Gegend also findet man das kleinste 
Glied der Reihe 13). — Auch die Genauigkeit der Rechnung', d. h. 
die Grösse des Restes in No. 11. lässt sich schätzen, wenn man die 
Formel 12) auf ihn selbst anwendet Da nämlich für unendlich wach- 
sende x 



f 



Um [J^^\=, 



ist, so folgt, dass für ein etwas grosses x die Exponenzialgrosse- 
e r(x>>n) beiläufig = 1 gesetzt werden kann und dann hat man nähe- 
rungsweis 

r(i+x) = V2^x [— T 

oder für x = 2m 



2m \*» 



1 .2.3 ... (2w) = 2 V»?r I -J- I 

und folglich vermöge der Relation zwischen £3*-* • und S lm 

1.2.3... (2m) — _ äVi^r / 2» V* 

wobei Sj m für 1 gerechnet worden ist. Substituten wir diess in den 
absolutem Werth Ä' de« Restes also in 



(2w-i)(2w) a?*»- 1 
so wird, (2m-J-)(2w*) für 4m 2 gerechnet, 

B , _^ mn ^ l JH. W * 

Nehmen wir m= r = 7rx, gehen wir also bis zu der Stelle, wo das 
kleinste Glied den Schlftss der Reib* macht, so wird 

1 



Ä' = 



e l77 *7iV# 



IJt' = — 2tvb — Ij% — \Ix 
und hieraus lässt sich beurlheilen, auf wieviel Dezimalstellen ungefähr 
die Rechnung richtig sein wird', weil der Logarithmus von Jt' die An- 
zahl von Nullen kennen lehrt, welche hinter dem Komma zunächst 
stehen würden. So hätte man z.B. für a? = 5, r= 15 oder 16, so 
dass also 15 bis 16 Glieder der Reihe 11) zu berechnen wären, ferner 
JA' = — 33 , 96 also log Jl' = — 14 , 75 (ba$ 10) und hieraus ersieht 
man , dass der Rest keinen Einfluss auf die 14t« Dezimalstelle ausüben 
wird und man also nach Weglassung desselben immer noch 13 rich- 
tige Dezimalen übrig behält. 

Um die fco eben gemachten Bemerkungen möglichst zu veran« 
sflbaulkhen, geben wir ein vollständig ausgerechnetes Beispiel md 
zwar eia solches, bei welchem eine Controle MftgKch ist Für m =s 3 
ist aus der Formel (12) 



1 



.2.3= V67r/^J«W-"0 
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und daraus findet man a friert 

y(3,m) = (-1- log 6 — -J- log n + 3 log e — $):loge 
=* 0,02767 79256 86. 
Benutzt man dagegen die Formel 11), so findet man der Reihe nach: 
lies Glied : . . . + 0,02777 77777 78 
2 „ „ . . . — 0,00010 28806 58 

0,02767 48971 20 
3„ „ ... + 32660 53 



»» i» 



i» » 



0,02767 81631 73 
— 2721 71 

0,02767 78910 02 
+ 427 65 



0,02767 79337 67 
6 „ „ ... — 108 24 



0,02767 79229 43 
7„ „ ... + 40'21 



0,02767 79269 64 

O „ „ • • . «0 ü9 



■ ■ ■ i » » >•+• 



0,02767 79249 05 

9 „ r • • • T" 13 91 



0,02767 79262 96 
10 „ „ ... — •« 11 »8 



> * 



0,02767 79250 98 

11 „ „ . . . + 12 81 



0,02767 79263 79 
hier, ist der Formel r= rar gemäss das 10*« Glied das kleinste und 
von diesem ab steigen die Glieder in's Unendliche hinein. Da nun 
der Rest immer einen aliquoten Theil des nächstfolgenden Gliedes be- 
trägt, so wird derselbe am kleinsten, wenn wir bei 9 Gliedern stehen 
bleiben, so dass das nächstfolgende das lQie und kleinste ist. Wir 
haben daher für ro =±= 10 



9>(3,10) - )»,02767 74262 9« 
— x( 0,00000 QOOM 08) 
?der es ist 

9>(3,10) < 0,02767 70202 9ß 
und 9(3,10) > 0,02767 79250 98. 
Das arithmetische Mittel aus beiden Graiuea (d* h, der Werth x = -J-) 

g?(3,10) = 0,02767 7025« 07 
und dies* stimmt mit dem vorbin. unmittelbar gefundenen Wertbe von 
g> auf 10 Dezimalstellen überein 

Wie gross die Hülfe ist, welche die Formel 10) zur Beurthei- 
lung hoher Zahlen darbietet, möge noch die folgende kleine Rechnung 
zeigen« Es sei x «= 1000, und. um die natürlichen Logarithmen in 
künstliche zu verwandeln, multipliziren wir die ganze Gleichung mit 
dem Modulüs der letzteren M === »49*2» 44810 ; es wird dann 
xlogx :=sl. 3000,00000 006*0 000 
+ \Ug x « 1,50000 00000 000 

+ -I- log (2tt) = 0,30006 00341 700 

— Mx .— — 434,20448 10032 518 

+ «i^J i- = + 0,00003 61912 066 
1,2 x 

f- i = — 0,00000 Ö0000 012 



3.4 x 9 



2567,60464 42021 328 
und da der Rest einen Bruchtbeil de» letzten Gliedes ausmacht, so 
liegt Ug r(l+1000) zwischen 
2567,00464 42221328 
und 2567,60464 42221 340. 
hieraus folgt, dass jT( 1+1000), d. h. 1.2.3... 1000 eine Zahl von 
2568 Ziffern ausmacht und zwar sind ihre 10 ersten Ziffern : 40238 72600 ; 
demnach ist das Produkt 1.2 ... 1000 zwischen denjenigen zwei Zahlen 
enthalten, welche aus 40238 72600 und 40238 72001 durch Anhan- 
gen von 2558 Nutten hervorgehen. Eine solche Grfcwbesümmung ist 
von vielem Werfte, weil man ausserdem kein Mittel besitat um sich 
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von dem Endresultate einer so enormen Multiplikation wie 1 .2*3 ... 1000 
eine nur einigermassen richtige Vorstellung zu bilden. 

Die Reihe 11) giebt ein sehr gutes Beispiel ?on einer sogenann- 
ten halbconvergenten Reihe, man begreift nämlich unter diesem 
Namen diejenigen Reihen, in weichen die 'Summe einer Yom Anfange 
an gerechneten und zunehmenden Partie von Gliedern sich so lange 
einer bestimmten Gränze mehr und mehr nähert, als die Gliederan- 
zahl eine gewisse Grösse (oben r) nicht überschreitet, nachher aber 
sich von jener Grinse wieder entfernt; es sind diess also Reihen, wel- 
che anfangs convergiren, von einer gewissen Stelle an aber divergent 
werden. Dieses Phänomen lässt sich leicht graphisch versinnlichen. 
Ist nämlich 

F(n) « «, + «* + u t + .... + «„ 
und denkt man sich die Gleichung y o» F(n) dadurch geometrisch con ; 
struirt, dass man n ab Ausrisse und y als Ordinate ansieht, so fin- 
den folgende Verhältnisse statt« Bei einer convergenten Reihe ist für 
unendlich wachsende n der Grinzwcrth von F(n) eine endliche Glrösse, 
etwa S , nämlich die Summe der unendlichen Reihe *| + «* + etc. ; 
d. h. die durch die Gleichung y « F(u) charakterisirte Curve nähert 
sich im weiteren Verlaufe mehr und mehr einer in der Enttarnung S 
zur Abscissenachse parallel gelegten Geraden, und die letalere bildet 
demnach die Asymptote der krummen Linie; bei einer halbconvergen- 
ten Reihe dagegen nähert sich die Curve anfangs auch einer in gewis- 
ser Entfernung parallel zur Abscissenachse laufenden Geraden , diese 
Annäherung geht aber nicht unbegränzt fort, sondern nachdem die 
Curve an einer gewissen Stelle (n = r) der Geraden am nächsten ge- 
kommen ist, entfernt sie sich wieder mehr und mehr von derselben. 

§.15. 
V&herun^ftformeln Ar Faktoriellen« 

< 4 * 

Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten in mehrfachen Ver- 
sacken wird man bekanntlich sehr häufig zu Formeln geführt, deren 
numerische Ausführung sehr lange und unbequeme Rechnungen erfor- 



dert, sobald ein« in ihnen vorkommende Zahl (die Menge der ange- 
stellten Versuche) einigerntassen betritehticb ist; schon LapUcw*) hat 
diesen Uebelstand bemerkt und ihm durch Näherungsformeln abzuhel- 
fen gesucht, deren Beweis jedoch den jetzigen Anforderungen an strenge 
Begründung durchaus nicht mehr genügt. Nach den im vorigen Para- 
graphen entwickelten Formeln für W(l+x) und JT\l+x) hat es aber 
nicht die mindeste Schwierigkeit eine vollkommen gründliche Ableitung 
der Laplace' sehen Ausdrücke zu geben, da es sich bei denselben im- 
mer nur um die Berechnung sogenannter Faktoriellen wie fi(p+l)(ji+2) 
.... (ju+n-1) oder solcher Grössen handelt, welche aus diesen zusam- 
mengesetzt sind. Man hat nämlich nach einer bekannten Eigenschalt 
der Gamrnafünktiooen 

1) ■ r ^ <>> - ta a(a+l)(a+2) .... (a+*-l) , a positiv, 

und mithin 

2) J[a(a+l)(«+2) .... (a+n-1)] =* W(a+n) — ir(a) 

wo sich nun die rechts stehenden Logarithmen mittelst Formel 9) des 
vorigen Paragraphen leicht um so genauer berechnen lasofcn, je früseer 
a ist. 

Ebenso leicht kann man eine Formel zttr nfherungsweisen Be- 
rechnung nines beliebigen Binomialkoeffintnten 

1*2*3 **•♦ i * 
Hifetellen* Für a*=fi — i + l und **?» giebt nämlich die Formel 1) 
vorausgesetzt, dass (i + 1 > $ i$t 

"T^pjy- = 0«-»+l)(/«-»+2) .... {p-\)n 

und durch Dirishnt mit f\*+l) = 1.2.3....», 

K *T|«+1) p(ti-l)(n-2) ... (fi-s +\) 

' fT/i-*+l)r(»+l) = 1.2.3...» ~ ft ' 

mithin 

*</«.)•» UXp+l) - MTi«-«+l) — ir($+l). 



*) Theorie anaJytiqu« des probabilitf s , Litt« I. , äeconde partie , Chap If I. 



Simmüiehe Logarithmen der rechten Seite sind nach Formel 10) des 
vorigen Paragraphen leicht zn entwickeln; aetit man ntr Abkürzung 

.. , 1 __1 1 

so hat man nämlich 

«/«•> - — •*■ Ka») + (f* + t) <p — <**-« + -*-) ***-*) — (» + t)** 

+ O* 1 37T* + O' 5 •" + (2m-3M2m-2) tsm -* 

(-1)~H»V-, 

^ (2m-l)(2m) i, * _, 

Bezeichnet man zur Abkürzung wie folgt 

R\ T — A-# _ _?*_# -i- 4- (-0 W ^im-» , 

° } ' ~ 1.2' 3.4 r * + '" "*" (2m-8)(2»-2) '«^ , 

"*" (2»-l)(2») 
so geht die vorige Gleichung in die nachstehende über 

und daraus findet man sogleich die wichtige Formel 



«) p* = y' 



+—*. 



Für die Wahrscheinlichkeiterechnung ist noch der Fall tob Interesse, 
wo ja eine ganze Zahl bedeutet und das Doppelte von $ ausmacht, so 
dass (2*), den mittelsten Binomialkoeffizienten des Exponenten 2s 
ausmacht. Für diese Speaalisirung geben die Formeln 4), 5) und ft) 

ov T 2'-l g, 1 2M 0, 1 2M B s 1 

° M ~ 2 1.2 «^ 2» 3.4«« 2» 5.6 »« "*" " 

(-1)»- '(2*»-'-l) , J,^-, 1 

••; + 2*—« < (2«-«)(2«i-2) « lm - , 

, (-l)»x(2*»-l) *,,— , _ 1_ 

"*" 2*»- , (2m-l)(2w) «*"-' 

endlich 

2* 

9) (2s). — -f=- » T . 
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Eine weitere Forderung , welche die Wahrscheinlichkeitsrechnung macht, 

f 

betrifft die Angabe des grössten Gliedes in der Reihe, welche die Ent- 
wickelung von 

(p+q)«P+*) 

nach dem Binomialtheoreme für ganze positive p, q und r giebt. Man 
weiss, dass dieses Glied das (pr+l) te ist, nämlich 

(pr+qr^vf 
und hat nun nach No. 4), 5) und 6) für (i = pr + qr , « = qr, 

10) <^=i ■ » l l ' ' 



In— i 






1.2 * 3.4 * ' (2»-3)(2»-2) 

"*" (2m-l)(2m) I ""~ 1 
und 



<*+•* = /*& ■ -^^ * 



pp»y 
woraus man leicht 

d. h. das Verhältniss des grössten Gliedes der Entwickelung zur gan- 
zen Entwickelung herleitet. 
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Zweiter Theil. 
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§ 1. 

Begriff und Beseiehnuiiffsweitf e der Summenrechniiiig. 

■ 

Vi« Summenrechtiung ist das Entgegengesetzte der Diffierenzen- 
rechnung, wesshalb sie auch öfters die umgekehrte Differenzenrech- 
nung genannt wird. Während es nämlich das Geschäft der Differen- 
zenrechnung war, aus der Natur einer Funktion den Betrag ihrer 
Aenderung (Differenz) abzuleiten, liegt es umgekehrt der Summen- 
rechnung ob, aus einer gegebenen Differenz auf diejenige Funktion 
ftiruckzuschliessen, welche sich um eben diese Differenz andern würde. 
Fragte man z. B. nach derjenigen unbekannten Funktion f{x) , deren 
Differenz = (t*-l)e* wäre, so hätte man diese Funktion aus der 
Gleichung 

Jf(x) = (eM)«* 
zu bestimmen; man wird gleich errathen, dass hier f(x) = e* sein 
muss, aber da ein solches Errathen nur in wenigen Fällen glücken 
und diess ohnehin kein wissenschaftliches Verfahren sein würde, so 
bedarf es gewisser Regeln, nach denen man Gleichungen wie die obige 
auflöst Die Entwickelung cjieser Regeln bildet das Hauptgeschäft der 
• Summenrechnung. 

Findet mn überhaupt zwischen einer unbekannten Funktion f(x) 
und einer gegebenen <p(x) die Gleichung 

1) 4f{&) = <p(#) 

statt, so würde die Auflösung derselben offenbar zur Kenntniss von 
f(x) führen, und um diess durch ein Zeichen ausdrücken zu können, 
bedienen wir uns des Buchstabens S in der Weise , dass 2q>(%) die- 
jenige unbekannte Funktion von x bedeuten soll , deren Differenz = *p(x) 
ist. Aus der Gleichung 1) folgt dann 

2) f(x) = 2<p(x). 
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Die Zeichen J und 2 bedeuten also sich gegenseitig aufhebende Ope- 
rationen, denn sowie man für <p(x) in der zweiten Gleichung seinen 
Werth Jf(x) aus 1) substituirt, so wird 

f(x) == 2Jf(x) 
womit sich das eben Gesagte bestätigt. 

Der Grund der Benennung Summenrechnung (wofür Manche auch 
den Ausdruck endliche Integralrechnung brauchen) liegt darin, 
dass 2g>(x) in der That eine Summe von einer Partie Funktionen be- 
deuten kenn. Denn aeUt mm in der Gleichung Jf{m) « <f(x) oder 

/<*+*) - f(x) « g>(aO 
für x der Heike nach die Groß*«» a , w-f A , a + 2k , ... a + (m~l)h, 
wo m eine ganze positive Zahl bezeichnet, und addkrt hierauf alle so 
entstehenden Gleichungen 

fia+Vk) — /(«+*) i« ?(*+*) 



f(a+mh) — f(a-\-m-lh) = <p(a+m-lh) 
so ergiebt sich auf der Stelle 

3) /(e+mA)— f(a) = y(a) + gKn+ A) + y(d+aA) + ... .+ y(«+STi*) 
oder für a + mh s a?, 

f(tf) » qp(«) + y(d+A) + #(a+2A) +,... + 9>(«-*) 

+ f(*). 
Es ist also /(#) eine Summe und iwar von den verschiedenen Wer- 
then, welche g>(z) erhält, wenn man % der Reihe nach ^ a^m + h, 
a + 2h > ... sc — h aeiA D» der Anfang dieser Reihe, . nanMch die 
Grösse a , willkührlich bleibt und a nicht von x abhängt , so spielt die 
letzte Funktion f(a) die Rolle einer willkührliehen Constanten« Dass 
man in der. Thai befugt sei zu einer gefundenen Su*me f(x) noch 
eine arbiträre Gonstante hiro&uztroetzen, erkellt auch leicht unmittelbar 
aus dem Begriffe von 2<p(x)* .Wenn ?. B. f(x) ans der Gleichung 
Jf(x) =r 6*(eM) bestimmt wenden toll , so ist es ebenso richtig flu) 
= e* als = e* + C zu setzen, w* C eine beliebige fon x unabhän- 
gige Grösse bezeichnet; denn e* sowohl als «* + f genügen der auf- 
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gestalten Differenzengleichung. Versteht man überhaupt unter Z<p(x) 
diejenige keine willkührliqhe Grösse enthaltende Funktion von x, wel- 
che für f(x) «ukritoutt, *e Gtouhnng Jf(m) *= y(a) erfüllt; so folg 1 
aus der Gleichung 

4) Jf{x) = <p(x) 

allgemeiner als vorhin die Formel 

.5) : , fix) = 2 9 (x) + C. 
Man kan/i aber noch weiter gehen. Die Befugniss nämlich, eine ar- 
biträre Constante hinzuzusetzen, beruht auf dem Umstände, dass C 
seinen Werth nicht ändert, wenn man x um A zunehmen lässt, und 
folglich bei der Subtraktion von fix) und f(x+h) wieder verschwin- 
det. Diese Eigenschaft kommt aber nicht nur den constanten Grössen, 
sondern auch gewissen Funktionen und zwar periodischen Funktionen 
zu ; so ist z. B. 

«W I — j— (X + h) 1 = COS I -T-^J 

und mithin ändert sich die Funktion C9$ — r — nicht, wenn man x + h 

an die Stelle von x treten lässt;. es würde daher in dem schon. an- 
geführten Beispiele Jf(x) = e*(e*-l) auch erlaubt sein, f(x) = t? 

+ cos — r — zu setzen. Berücksichtigt man endlich, dass überhaupt 

Äe Funktion tM cos — jr— , *w — r — ) dieselbe bleibt , wenn man x + h 

für x mfaMituirt, a# erbeut, dass man aus einer Gleichung wie Jf(x) 
= (p(x) auch schliessen darf 

6) f(x) =t± 2y(a?> + iMm — jj— , ftw-y-J. 

Von welcher Gröste nun C, oder von welcher Form die Funktion xp 
sei, lässt sich in jedem einzelnen Falle ausmitteln, wo die Summen- 
rcchnung zur Auflösung einer vollkommen bestimmten Aufgabe benutzt 
wird; natürlich aber hängt diese Entscheidung von der jedesmaligen 
Individualität einer solchen Aufgabe ab und steht desshalb» uftter keiner 
festen Regel. 
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Summen der eflnffcetarten Futtteae». 

Nach der so eben aufgestellten Definition von ~<p(x) hat es keine 
Schwierigkeit eine kleine Tabelle zu entwerfen, welche für mehrere 
der wichtigsten Spezialisirungen von <p(x) die zugehörigen endlichen 
Integrale 2y(x) angiebt Es ist hierzu weiter nichts als eine leicht 
Umwandlung der gewöhnlichsten Differenzenformeln nöthig. So habe 
wir z. B. 

J[x(x-h)(x-Zh) .... (x-nh)] - - 

— (x+h)x(x-h) .... (x-n-lA) — x(x-h)(x-2h) .... (x-nh) 

= (»+1)A . x(a?-A)(x-2A) .... (x-nAh). 

Bei umgekehrter Ordnung kann man dafür auch schreiben 

/ iw ftiv / — irv a x(x-h)(x-2h) .... (x-nh) 

x(x-h)(x-2h) .... te-n-lA) «= J — - — 7 , ,' v L 

(*+l)A 

und daraus folgt nach der Regel, dass eine Gleichung wie q>(x) = Jf(x) 
die zweite 2q>(x) = f(x) nach sich zieht, 

n w , , w Mx , — 7*vi x(x-h)(x-2h) .... (x-nh) 

1) 2[x(x- h)(x-Zh) ... (x-n-lh)} = — ^ — ( n+1 ) A ~ 

wobei man rechts noch eine willkührliche Constante hinzufügen darf. 
Setzt man a?= x* + (n-l)h, so erhält man sogleich 

<«v i. — ,iwj, -ijiv ^n (x*+n-lh)(x'+n-2h).:..(&'-h) 
2[(x'+n-lh)(x'+n-2h) ... a/] = ^—^- " t ^ ' ^ £- 

oder wenn man die Faktorenfolgen beiderseits in umgekehrter Ordnung 
schreibt und die Accente weglässt 

2) 2[x(x+hKx+2K) .... (x+tth)} = (^M*+h)^.(*+Z\h) 
wie man auch dadurch findet, dass man von der Differenzengleichung 

. *(*+A)(*+2A) .... (*+^lA) = J (^*)^+A) >.. fa+iHA) 

(w+l)A 
ausgeht. 

Man hat ferner die folgende Gleichung 

1 



x(x+h)(x+2Jh) .... (x+m-lh) 



(x+h)(x+2h) .... (x+mK) x(x+k)(x+2k) .... («+»-1*) 

mh 

~" — x(x+k)(x+Zk) .... (x+mh) 

wofür man umgekehrt auch schreiben kann 

1 



x(x+h)(x+Zh) .... (x+tnh) 

L ^h x(x+h)(x+2h) .... (x+rn^lh) J" 
Hieraus ergiebt sich auf der Stelle die Summenformel 



1 



x(x+h)(x+2h .... {x+mh) 
1 1 



mh x(x+h)(x+2h) .... (x+m-lh) 
oder wenn man n — 1 an die Stelle Ton m treten lässt 

«(«+*)(« +2») .... O+n-1*) 
1 1 



(n-l)A «0r+A)0r+2A) .... (a+n-2*) 

Man darf übrigens diese Formel nicht für w = 1 , d. h. wsO in An- 
spruch nehmen wollen. Denn der Ausdruck 

1 



x(x+h) .... (x+m-lh) 
von dessen Differenz wir ausgingen, enthält im Nenner m Faktoren, 
und darin liegt schon von selbst die Bedingung, dass m nicht = 
sein darf. 

An diese endlichen Integrationen algebraischer Funktionen lassen 
sich noch die folgenden auf transscendente Funktionen bezügliche an- 
reihen. Es ist Ja?=- (a*-l)4* oder umgekehrt geschrieben 

Ja? A a* 

& == h i = * k i 



mithin 

4 > *"-~iq- 



a* 



1 



Mittelst der Formel für J cot x überzeugt man sich ferner leicht von 
der Richtigkeit der Gleichung 

• / j i l\ Jtmx 

oder x — \h für x geschrieben 

Jcos(x-lrh) f cog{x--£-h) 1 

woraus die Summenformel erhalten wird 

5) ^KR« = — . A . 

2*!n-5-A 
Ferner ist vermöge des Werlhes von Jsinx 

oder wenn man x — \h für x substitutrt 



Jrin(&— h-h) . sin(x-±h) 

Zsm-g-A 2$m-£-A 



CO« 

hieraus fliesst die Summenformel 

6) 2cosas = -**&-> 

Um nun auch die endlichen Integrationen zusammengesetzterer Funk- 
tionen ausführen *u können, feedürfen wir einiger aMgoneiner Regelti, 
nach welchen das endliche integral einer zasamncmgesetflltin Funktion 
aus den Integralen ihrer einzelnen Bestandteile gebildet wird. 

• f • 

' , • . - . t •• » 

Allgemeine Regeln für die endliche Integration 

nuMmmengeeetaterer Funktionell. 

•■'».' 
I. Wenn U, V, W etc. verschiedene Funktionen von x sind und 

■ ■ 

JU = u, JV = v, JW = w, .... 
gesetzt wird, so folgt 

JÜ ± JV ± JW ± ... = H ± v + u> ± .... 
d. i. 

J(U ± V ± W ± ....) = u ± v ± w ± .... 
Dem Begriffe des endlichen Integrales nach ergiebt sich hieraus 



V + V ±W ± .... = S(u ± • ± w ± ....) 

•iat aber weg«« JU = « umgekehrt U » 2m, ebenso 
V =3 Sv etc., folglich durch Addition resp. Subtraktion dieser Glei- 
chungen 

U + 7 + W + .... = Su + Sv + Zw + .... 
and durch Vergleichuag dieses Resultates mit dem vorhergehenden ent- 
sieht die leicht in Worte übersetzbare Regel 

1) S(u ± v ± w ± ....) = Su ± Sv ± Sw ± .... 

II. Ist Ar ein vonx unabhängiger, also consianter Faktor, so gilt 
bei derselben Bezeichnung wie vorhin die Formel 

J(kü) = kJU = ku 
folglich umgekehrt 

kU = S(ku). 
Andererseits ist aber wie obeb U = Su, mithin, wenn man diess 
substituirt und die beiden Seiten der vorigen Gleichung gegen einander 
vertauscht, 

2) S(ku) = kSu. . 

TU. Um auch eine ähnliche Formel für das Produkt zweier ab- 
hängig variabler Grössen d. h. für S(uv) zu finden , verfahren wir fol- 
gendermassen. Es sei 

S(uv) = uSv + .* 
wo * eine noch unbekannte Funktion von x ist. Nimmt man unter 
Rücksicht auf die Formel 

J(fq) = pJq + qJp + Jp.Jq 

von der obigen Gleichung die Differenz, so wird 

uv = uJSv + Ju.Sv + Ju.JSv + Jz 
= uv + Ju.Sv + Ju.v + dz 

T 

d. i. wenn man Jz auf eine Seite allein bringt 

dz == — du(v+Sv) 
mithin 

z = — S[Ju(v+Sv)] 
womit z seine Bestimmung gefunden hat. Nach dem Früheren ist nun 
3) S(uv) =s uSv — S[Ju(v+Sv)]. 



Für den ersten Augenblick könnte man glauben, dass diese Formel 
die Schwierigkeiten der angedeuteten Summation von uv eher vermehre 
als vermindere, weil sie die ursprungliche einfache Integration auf zwei 
andere nach einander auszuführende Integrationen reduzirt. Gleich- 
wohl zeigen spezielle Fälle, dass im Gegentheile es oft leichter ist, 
durch eine solche Theilung der Arbeit, wie sie die Formel 3) vor- 
schreibt, als durch Integration auf einmal zum Ziele zu kommen. So 
hat man z. B. für « == op , t> = e* 

Ju = h, Sv = r-— 

und nun nach No. 3) 



=-*-£r- 2 [*(«-+-Ä-p 






«»-1 



-4£-'] 



d. i. unter Anwendung der Formel 2) 

oder vermöge des bekannten Wertbes von 2t? 
»*^ — — ' ***** 

was man rückwärts leicht verifiziren kann, da nun umgekehrt 

4^m — (?drJ = ^ 

sein muss. — Die in No. 3) entwickelte Regel für die endliche Inte- 
gration eines Produktes umfasst auch den Fall der Integration eines 

«1 

Quotienten, denn setzt man z. B. in — den Ausdruck — = v, so 

w w 

erscheint der Quotient — unter der Form eines Produktes uu. 

w 

Nachdem wir uns nun in den Besitz allgemeiner Kegeln gesetzt 

haben, welche die Integration complizirterer Funktionen offenbar sehr 

erleichtern, wollen wir uns nun mit der Integration der verschiedenen 

Klassen solcher Funktionen näher beschäftigen. 



§4, 

Dndliehe Integtatlo* der rationalen ft-nnnen 
»lffenmiftcnen Funktionen« 

Bezeichnen wir mit A, B, C, .... M constante Grössen, mit 
et, ß, y, .... [i beliebige positive ganze Zahlen, so stellt der Ausdruck 

Ax" + Bx? + CxY + ... + MaP 
das allgemeine Schema aller rationalen ganzen algebraischen Funktio- 
nen dar». Aus der Bemerkung 

2(Ax« + BxP + CxY + ... + Mx?) 

= 2(Ax tt ) + 2(BxP) + 2(CxY) + ... + 2(Mxf*) 

* ASx a + B2xP + CIxT + ... + M2xt* 
geht nun sogleich hervor, dass es nur darauf ankommt, eine Potenz 
mit beliebigem ganzen positiven Exponenten zu summiren, oder Aber- 
haupt 2x™ zu bestimmen. Diess hat keine Schwierigkeiten, wenn 
man sich an die bekannte Formel der Differenzenrechnung 

+ (OT+1 f^ (OT " 2) **-»»«±..'..+A'"+' 

erinnert, welche in der compendftseren Form 

Jix»* 1 ) = (m+l),*"* + (m+l),^-^ + (m+1),*»*- V + .... 

.... + (m+1)^** + (»+l) m V 1 **+ l 

dargestellt werden kann. Beiderseitige endliche Integration giebt hier 

*»+* = (m+l) t A2a>» + (w*+l) % h*2ä*-* + (m+l) t 2x»~* + .... 

.... + {m+l) m h»2x + (M+l^h'+iSx* 

und durch Transposition von 2£ ffi auf eine Seite allein erhält man 

daraus 

(■•+1),* (m+1), (»H-l)i 

(m+1), * Ä <»+l)i' ? 2 * 

was sich noch etwas kürzer ausdrücken Usst, wenn man dich erinnert, 
dass überhaupt für ein ganzes positivus k 



(m+D* _ m(w-l)(w-2) ... (m-k+2) 
(fft+D, 1.2.3 ..• Ar 

^ k . m(w*-Wfi>-fy ,«. («4^1+1) j_, l 

k 1.2,3...(*-1) ~ k mk ~* 

ist. Die obige Gleichung geht dann in. die; folgende über 

l > ** * T5+!pr 

und dient als sogenannte Reduktionsformel, weil durch sie die Auf- 
gabe der Integration von x m auf die Integrationen von a?*- 1 ', a? m_ " 2 , ... 
x l , x° zurückgeführt wird. Setzt man der Reihe nach m ±=r 1, 2, 3, ... 
so erhalt man 

2fr 

3* 

2x* = 4r — -MiA2J» a — +,8i* , 2!» i — -i ; .3 s A*2ic• 

und hieraus ersieht man, dass sich successiv JSte 1 ', 2a? 2 , «Sc* etc. be- 
stimmen lassen würden, wenn vorerst Jto'n'jn bekannt wSre. Nun 
ist aber • \ 



** - -a- - i*^' 



2* 1 = -ir -b.^KZx* — -f .2,*»2<r» 



j| ^ | «•+*.*- j. Ä 1 



(*)-f 



mithin -r- = : £l == 2x* ' 

n 

und nachdem wir so arar Kenntniss von 2x* gelangt sinc^, geben die 
vorhergehenden Formeln der Reihe nach 



Sx* ss — — -X* -I — x*h — *A* 

3*« — —— — -L-5 j. ^ j-ijL * -ni 

^ ~ 6 * a* +■ a.ft * a.6 xh . 

* ' • * 

*• = TT - T** + 4-* - -T*** + 67f *" 

U. 8. f. 

Um das Gesetz zu übersehen, nach welchem sich diese Ausdrücke bil- 
den, sind folgende Bemerkungen nöthig. Achtet man zunächst anf die 
Potenzen von x und h, die in den obigen Gleichungen der Reihe nach 
vorkommen, so* scheint folgendes Gesetz obzuwalten 
1 • <*»+*.. l; 

worin i|, i 3 , i 5 , .... gewisse iroob uabduumte Co^Svqent^i sind. 
Für die BeetitmEuiig dieser letzterem kt <fiet JBemerkqug von Gewicht, 
dase man & B. schreiben kauft: 

^"Ii 2 a \ + 6*2 aj * «o.-£iS a! * 
" x - a a ä* + ft*a** 3o;a.M 

^«-l^l-J-^+l A^s^A *^W+-L ^"rf 
-* _ 7 A 2* + f ' 2.* " . 30*23.4* + 42 '2.3.4.5.6** 

Ä»-IÄ-i.uI.i^I 7.6.5^, ' 1 • 7.6.5.4.3 y 
*** ~ 8 •* 2 + 6' 2* 30*2.3.4 * + 42*2Ju4.5.6 X * 

• ' ; ' ■ '- ■'"• ■ '' • > T 

U. S. I, 

I ... 

woraus hervorzugehen scheiot, dass 

^^ (7S+1)Ä— 2-^ + TT*^^ W 2.3.4 *^ * 

,1 m(m-Q(m-2)( < »-3)(m-4) ^ _ S1 , ' 
+ 42 2.{<.4.5:6 ^ A ~ "" 

wäre. Die Zahlen -f-/ 35, h» '.'.". sind aber die ersteft ■ernoMH'schen 

Zahlen und so kämen wir rein induktorisett zu der Formd 



H 



*' (m+l)A *" 

+ T* l t*i* ,,, ~ l * — -l^ll*I« ,,,P " , * , + i*HÄstf*" $ * 5 — •••• 
worin zur Abkürzung von den Binomialkoeflizienien Gebrauch gemacht 

worden ist. Das» die so gewonnene Gleichung in der That allgemein 

für jedes ganze positive m gilt, wird sich später zeigen, wo wir die- 

selbe, als Spezialisirung einer weit aHgemeinen Formel wieder finden 

werden. 

Es giebt übrigens noch eine zweite Form, unter welcher sich 

2af* darstellen lässt. Da man nämlich jeden Ausdruck ?on der Form 

x(x-h)(x-2h) .... (x-nAh) 
integriren kann, so würde sich auch die Integration von xP bewerk- 
stelligen lassen, sobald man. eine Gleichung von der Form . 

4) a? 1 " = H t x + H t x(x-h) + JI^-AXa?-?*) + .... 

.... + Hn&(x-h)(x-2k) ..;. (x-m-lh) 
aufstellen könnte , worin H t , H s , .... H m constante Coeffizienten be- 
deuteten. Denn man hätte nachher 

2ä* = Bf2x + H t 2[x(x-h)] + Bt2[x(x-k)(x-2k)) + .... 

.... + HJS[x(x-h)(M-2k) ..,. (x-m-lh)] 

und hier lassen sich in der That sämmtliche auf der rechten Seite 

vorkommende Summen mit Hülfe von Formel 1) in §. 2. entwickeln. — 

Um nun auszumitteln, ob eine Gleichung von der Form 4) möglich 

ist und welche Werthe von H it H t , .... H m dazu gehören würden, 

betrachten wir erst die einfachere Gleichung 

5) ** = J t * + J,*(*-l) + J,*(*-l)(«-2) + .... _ 

.... + Jm*(*-l)(*-2) .... (*-m-l). 
Ihre Möglichkeit ist leicht einzusehen, denn denkt man sich die Mul- 
tiplikationen auf der rechten Seite ausgeführt, so wird 
** t= J t % + /,(**-*) + J,(* a -3** + 2«) + .... 

.... + Jm(* m 'CCZ m ^ i + /J*«- 2 — .... + (M) 

yvo a, ß, .... fi gewisse rein numerische und bekannte Coeffizienten 
bedeuten. Setzt man die Coeffizienten von x, x 2 , .... j? m ~ i gleich 
Null und den von x m gleich 1, so findet Identität statt und zur Be- 
stimmung von J t , J % , ..« J m ergeben sich die Gleichungen 



Vi 

J, -T- J, + 2/, — ... = 

u. s. f* 
bis zuletzt die Gleichung 4=1 erscheint. Diess sind aber m Glei- 
chungen ersten. Grades zwischen den m Unbekannten J t , J lt ... J m , 
und daher ist die Bestimmung der letzteren jederzeit möglich. Um 
aber auf einem kürzeren Wege zu derselben zu gelangen, nehmen wir 
in 5) der Reihe nach % .s= 1 , 2, 3, ... *, ... m und erhalten so 

1" = J t 

2* == J t . 2 + J 2 . 2 . 1 

3» = J t . 3 + J 2 . 3 . 2 + J 3 . 3 . 2 . i 



* m = J,* + J 2 k(k-l) + Jjk(k-l)(k-2) + .-. + J**(*-l) ...2.1 



m m = Jjm + J 2 ro(ro-1) + J s m(iii-l)(m-2) -f ... + / m ro(m-l) ... 2.1 
Um aus diesen in Gleichungen irgend eine unserer Unbekannten etwa 

Jjk zu bestimmen , multipliziren wir die erste Gleichung mit — *=*,, 

fc(fr-l) 
die zweite mit ■ » ' ■ = * 2 , die dritte mit fr 8 , ,. M die **« mit k k und 

i . & 

nehmen darauf -Alles mit wechselnden Zeichen ?u&anuaen; es wird *> 

l n k x — 2H 2 + 3 W * 3 — ... + (-1)*- 1 *" 1 ** 

— 7 2 (1;2* 2 — 2.3*3 + ^**4 ~ - ± (k-l)k.h) 
+ J 8 (1.2.a* 3 — 2.3.4* 4 + ... ±.{*-2)4b-l)t*fe) 



+ (J)M*(*-I) ..♦ 2.1.M*. 

Die auf der rechten Säte in Parenthesen eingeschlossenen Reihen ste- 

* 

hen sämmtlich unter der gemeinschaftlichen Form 

1.2 ... s.k 8 — 2.3 ... (s+l)k i+i + 3.4 ... ($+2)*,+, — ... 
und zwar wäre diess der Coeffizient von /,. Berücksichtigt man die 
Gleichungen 

* s+i = 7+r** ' **+* "- (s+ix*+2) *• clc - 



•8 

so lässt sich jener Coeffizient auch in folgende Gestalt bringen: 
jyi.2...« — 2.3...s.(fr-s) + 3.4...5.(*-s)(*-*-l) — ...] 

= 1 .2.3 ... s.k,[l — (*-*)i + <*-*)* — (Mj*- .-} 
Die Summe der mit wechselnden Zeichen zusammengenommenen Bino- 
mialkoeffizienten ist aber bekanntlich = 0, so lange der Exponent (hier 
k — s) selbst von Null verschieden (also $<^k) bleibt; lür jedes s<^k 
verschwindet daher der Coeffizient von J, und mithin bleibt in der vor- 
hin erhaltenen Gleichung nur J k übrig; nämlich 

l*k t — 2 m * 2 + 3% — ... + (-1)*- 1 *»** 
= (-l)*- i 1.2.„lr.fc/ fc . 
Ordnet man die Reihe links umgekehrt an und berücksichtigt dabei, 
dass kk = 1 > frfc-i = k t » fe-t =- k 2 * tc « ist > so findet man jetzt 

wobei die eingeklammerte Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie von 

selbst abbricht. Nachdem wir so das Bildungsgesetz der Coeffizienten 

J t , J 2 , ... J m in der Gleichung 5) bestimmt haben , setzen wir da- 

x 
selbst % = -j- und erhalten jetzt durch Multiplikation mit A m 

x m = /jA^a? + J,A w - 2 x(a?-A) + ^A^ate-AKa^) + ... 

... + J m A°a?(*-A)(a?-2A) ... (a?-mTA). 

Beiderseitige endliche Integration giebt jetzt unter Benutzung der For- 
mel 1) in §. 2. für n = 1, 2, 3, ... m, 

7) 2x m = ±J i h f *-*x(x-h) + 4-J 2 A^ a a?(s-*)(*-2A) + ... 

..• + — ^-t- J m A m -<«+ | )j?(aj-2A) ... (ar-rnA) 

womit unsere Aufgabe vollständig gelöst ist. So hat man z. B. für 
m = 4 

j, = -]-i« = i 



J, = t 2 3 (3 4 - 3, .2« + 3,. 1*) = 6 

/ * = TXO (4 * _4, - 34 + v24-4,1 ' ) = * 

und mithin 

+ ^aK#-A)(*-2A)(a?-3A) + i-i-x(a?-Ä)(a?-2Ä)(a?-3A)(a?^Ä). 

Es giebt endlich noch eine dritte Methode zur Summirung rationaler 
ganzer algebraischer Funktionen und diese ist praktisch , d. h. wenn es 
sich um numerische Werthe handelt, die bequemste, obgleich sie keine 
elegante Darstellung in allgemeinen Symbolen zulässt. Sei nämlich 

8) f(x) = 2(Ax« + BxP + ... + Mxf) 
so ist 

Jftx) = Ax« + Bx? + ... + Mx u 

und wenn man für x einen beliebigen speziellen Zahlenwerth a sub- 
sütuirt, so erfahrt man hieraus 4en Betrag von Jf{d). Indem man 
nun auch in den leicht zu entwickelnden folgenden Differenzen J*f(x), 
J*f(x), ... dieselbe Spezialisirung vornimmt, erhält man eben so leicht 
/Pf(ä), 4*f(a), ... und diese Reihe setzt man soweit fort, bis die 
Differenzen Null werden, was bei jeder ganzen rationalen algebraischen 
Funktion eintritt, sobald der Exponent von J den Grad der Funktion 
übersteigt, Substituirt man die so gefundenen Werthe von 4f(a), 
d*f{a) etc. in die bekannte Formel 

i\\ *t \ *S \ I X " a J*, N . (X-d)(X-a~k) \m-, v 

9) M = /(«) + -iJk J f(«) + — l.a,A 2 ^ 

(x~a)(#-ar A)(a?-q-2A) ^ ^ 
+ 1.2.3.A 3 rW + - 

so erhält man auf der Stelle die gesuchte Summe f(x) = 2(AxP 
+ Bx? + ...) und der noch unbestimmte Werth von f(a) bildet darin 
einen Theil der willkürlichen Constante. Um z. B. 2(£ 2 -5x) zu ent- 
wickeln, setzt man 

f(x) = 2(x 2 -&x) oder f(a) « 2(« 2 -5a) 

7* 
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woraus folgt 

Jf(a) = •» — 5a 
J*f(«) = 2aA + A» — 5ä 
J*f(a) — 2Ä* 

^Y(a) = ^Y(«) = ... = 0. 
Nach Formel 9) ist nun 

/(*) d. h. 2(x* — 5«) 

- /(a) + -rr (a, - 5Ä) + Vy ( 2a *+*'- 5 *> 

, (a7-a)(a?-fl-ft)(a?-g-2A) Q11 
+ 1.2.3.*» M ' 

Da o noch willkürlich genommen werden darf, so können wir es auch 

= setzen, woraus sich nun sehr einfach die Formel 

S(a? 2 -5a?) = C + ^x{x-h)(h-^) + ya?(a?-A)(a?-2A)-i- 

ergiebt, bei welcher /(0) in die ohnehin zuzusetzende willkürliche Con- 
stante eingerechnet worden ist. 



Endliche Integration gebrochener rationaler 
algebraischer Funktionen» 

Unter den Fundamentalformeln des §. 2. befindet sich nur eine 
einzige (No. 3.)> welche die*Summirung eines gebrochenen algebrai- 
schen Ausdruckes darstellt; da wir aber andererseits noch kein ande- 
res Mittel zur Integration zusammengesetzter Funktionen besitzen, als 
das ihrer Reduktion auf einfachere Funktionen, deren Summen be- 
kannt sind, so folgt aus jener Bemerkung, dass wir bis jetzt nur sol- 
che gebrochene rationale algebraische Funktionen werden integriren 
können , die als Summen von Ausdrücken wie 

A B C ._ 

x{x+h) ' x(x+h)(x+2h) : ' x(x+h)(x+Zh)(x+$h) ' "" 
angesehen werden dürfen. Die allgemeine Form solcher Funktionen 
ist leicht zu finden ; denn bringt man sämmtüche Glieder der Reihe 



: • » • 

# * 



IM 

1) —Ä + _ * : + £ + 

} x(x+h) T x{x+h)(x+2h) T a?(a>+A)(a?+2A)(»+3A) x 

-{ . . • M 



a?(a?+*)(»+2A) ... (at+m-M) 
anf gleichen Nenner, so ist der Zähler 

A(x+2K)(x+M) .... (x+m-lh) 

2) + B(x+3A)(a?+4Ä) .... (x+m-lh) 

+ C(x+ih)(x+5h) .... (x+m-lh) 



+ M 

und wenn man die angedeuteten Multiplikationen ausführt, so giebt 
das erste Produkt alle Potenzen des x von der 0*«o bis zur (w-2)^n, 
das zweite alle von der Oten bis zur (m-3)ten etc. Ordnet man nach- 
her Alles trach Potenzen von je, so nimmt der Zähler die Form a + bx 
+ ex 1 + .... -f k&*~* an und das in No. 1) aufgestellte Aggregat geht 
in einen Ausdruck von der Form 

q\ a + bx + ex 2 + .... + kotf*^ 1 

x(x+h)(x+2h) ...^(x+m-Th) 

über. Umgekehrt ist aber auch leicht zu sehen, dass jeder Ausdruck 
von der vorstehenden Form — a, b, c, .... k mögen sein was sie 
wollen — nach dem Schema 1) zerlegt werden kann. Denn denkt 
man sich beiderseits mit dem Nenner multiplizirt, so ist 

a + bx + ex 2 + .... + faC 1-1 



= A(x+%h)(x+M) .... (x+m-lh) 
+ Zf(a?+ 3A)(a?+4A) .... (x+m3h) 



+ l{x+m-lh) 
+ M 

und wenn man beiderseits die Coeffizienten gleicher Potenzen von x, 
also die Coeffizienten von a? § , x % , ... x m ~ 2 vergleicht, so erhalt man 
m-2 Gleichungen ersten Grades zwischen den w-2 Unbekannten A, B, 

* • » 

C, ... M> woraus die Bestimmung derselben jederzeit möglich ist» 
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Nachdem man diese erlangt hat, führt die beiderseitige Integration der 

Gleichung: 

o4-to + ex 2 -f" ••«• 4" fa**"* 2 
.r(jr-|-A)(x+2A) .... (x-fm-Lh) 



~ jr(or-f-Ä) ^ jr(jr-j-A)(^-f 2A) ' x(x-|-A)Cx-f2A)(jr-(-3Ä) 

.... + * _, 

x(x-\~h)(x-{-2h) .... (jr-f-w-lÄ) 

unter Anwendung von No. 3.) in §. 2. sogleich zu der Summenformel 
. ^ a + bx + er 2 + •— + fcs*""" 2 

x(x-{-h)(x-\-2h) .... (j:-|^ii_1A) 
1^1 Ä 1 C 



h x 2A x(x+h) 3A ,r(.r-|-A)(.r-f-2A) 

1 Jlf 



•»•* 



(ro-l)A #(4r4-A)#+2A) .... <^-fw-2A) 
Um dieses Verfahren durch ein Beispiel ?u erläutern sei: 
3 + 5x Ä . Ä 



x(x+h)(x+2h) x(x+h) ■ jr(,r+A)(:r-|-2A) 

3 + 5jt = 4(.r+2A) + B 
= 2Ah + B + ^o: 
und aus 2iA + B = 3 und ;4 =• 5 ergiebt sich = 3 — lOA . 
mitliin ist 

v_JL±J>£__ _ ^ 5 ^ 3 — 10A 

~ .r(.r-fAXr+2A) ~~ ~ .r(.r+A) "^ * jr(x+A)(jr+2A) 

15 1 3 — 10A 



A x . 2A x(or4-A) 
Wenn in der gebrochenen rationalen algebraischen Funktion, die wir 
betrachtet haben, der Zähler den (m-2)ten Grad übersteigt, so ist das 
bisherige Verfahren zwar theilweis noch anwendbar , führt aber auf eine 
uns noch unbekannte Integration. Betrachten wir zunächst den Fall, 
wo der Zähler ausser den Potenzen x* 9 x l , .,.. x™-* auch noch die 
Potenz .r" 1 —* enthält, so ist leicht zu sehen, dass man in diesem Falle 
setzen darf: 

q + bx -f- cx 2 + .... -f kx«>- 2 -f to™-' 
x(x+h)(x+2K) .... (x+m-lh) 



10* 

__ _£ j B i £ i 

x ~ x(x-\ h) ~ x(x-{-h)(x+2h) ' "" 

+ N 

•••• i 



x(x^h)(x^2h) .... (jH~m-lfc) 
Denn bringt man beide Seiten auf gleichen Nenner und ordnet hierauf 
Alles nach Potenzen von x, so erhält man m Gleichungen ersten Gra- 
des zur Bestimmung der m Unbekannten A, B, C, .... N. Beidersei- 
tige endliche Integration giebt jetzt 

^ a 4- fa* + ex 2 + — * 4- faf*~ 2 + Ix™* 1 



= ;4-S 



or(a?-(-A)(jp+2Ä) .... (.r+ro-1/0 
1 1 B IG 



x h x 2h x(x-\-k) 

1 " N 



(m-l)A x(x+h)(x+2h) .... (j:-|-m-2A) 

wo nun auf der rechten Seite Alles bis auf 2— bekannt' ist. Hat man 

x 

endlich die Funktion 

o + ^ + c# 2 + .... + p#* 



x(x+h)(x+*Zh) .... (x+mr-lh) 
zu integriren, wo n .> m ist, so dividirt man zunächst mit (x-\-K) 



(x-\-2h) .... (x-^m-lh) so lange in a + ftjc + cjr 2 4" .... + p-r" bis 
die Dimension des Restes kleiner als die des Divisors wird; man er- 
hält dann ein Resultat von der Form: 

a 4- bx 4" ex 2 4- .... -f- px« 
(.r-f&)<jH-2Ä) .... (x+mÄh) 
= a' 4- 6'jf + c'# 2 + .... + fl'**-^ 1 ) 

a<' + b"x + c"jf 2 + .... -f fc"jr w ^ 2 



+ 



(jt+ä)(jt+2A) .... + (x+m-lh), 
und nach beiderseitiger Division mit x 

a + bx -f* c# 2 4~ .... + jm^ 

== — -f-ft' + c'jf + ...: + j'jr"~ m 

, «" -f- V'x 4- c^jc 2 4- .... 4- fr"-*"»- 2 



jr(.^4-Ä)(jr4-2^) .... (x+m-lh) 
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und wenn man beiderseits integrirt, so sind rechts alle Integrationen 
bis auf die erste ausführbar. Um dieses Verfahren durch ein Beispiel 
zu illustriren, sei 

1 + .r» 

x{x+h)(x+&k) 

die zu integrirende Funktion. Man findet zunächst 

1 + x* * 5 + 1 

(jr+Ä)(ar-f 2ä) ~~ x 2 + $xh + 2A* 

s o ii i * n , Äia . 43jt* 4 4- 30ä 5 + 1' 
= x 9 — 3jp 2 ä + 7jtA 2 — IS* 3 + 



jr 2 + 3jtä + 2A 2 
und durch Pivision mit x 

1 + x* 



x(x+h)(x+2k) 
„_, 5». J.+7»»/-!». + *» + -?£;. + - 1 - M *' 



und hieraus ergiebt sich nun sogleich 

2— r-VS^xöTr = - 13A^-+ 7*«.-?— 3Ä (4-^ - -s-*l 

x(x-j-h)(x-{-2h) x ' ■• h \2 h 2 f 

3U* 1 1 — 32fe & 1 

und wenn man Alles auf gleichen Nenner bringt 

2 l J" x * ^=. _ lfi**2-- 

x(x+A)(x4-2ä) ' x 

1 3 -f 90A 5 + 186fe 4 g — 52A»x 2 — 40A 2 x » + IQ/mc* — 2x s 

6h x(x+h) 

Man sieht aus diesen Erörterungen, dass sich jede Funktion von der Form 5) 

1 

integriren lassen würde, sobald 2 — bekannt wäre. Ist der Nenner 

x 

der gebrochenen algebraischen Funktion nicht von der Form x(x-\-h) 
Cr +2/i) ...., so kann man mit dem bisherigen Mittein die Summirung 
nicht ausführen. Noch weniger glückt dieselbe bei irrationalen alge- 
braischen Funktionen , da unter unseren Fundamentalformeln keine ein- 
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zige vorkommt, welche die Integration einer inrationalen algebraischen 
Funktion zeigte. Wie man sich in allen diesen Fällen zu helfen hat, 
werden wir später zeigen, wovon den ganz allgemeinen Mitteln der 
Integration die Rede sein wird. 

Sknmni^intg von a" 1 «*, sPcoiß und *P$inß. 

Nachdem wir uns mit den endlichen Integralen algebraischer 
Funktionen beschäftigt haben, betrachten wir die Integrale der Trans- 
scendenten, bei denen es ebenfalls eine Reihe von Fällen giebt, in 
welchen die bisherigen Mittel zur Summirung ausreichen. Wir werden 
diese Fälle, von denen schon die Ueberschrift einige namhaft macht, 
der Reihe nach durchgehen. 

I. Nimmt man von dem Ausdrucke x m a? die Differenz, so ist 

und wenn m als positive ganze Zahl vorausgesetzt wird , so kann man 
den (x-\-h) m in eine endliche Reihe verwandeln , aus welcher man 
ohne Schwierigkeit findet: 

J(äf*a?) =» (a fc -l)x m o* + «^Äa^x 1 *"" 1 «* 

+ mjAVa^- 2 «* + »ijAVx 1 * -3 «* -+• •••• 
Beiderseitige endliche Integration giebt hier 

und wenn 2(&*aP) auf eine Seite allein gebracht wird, 
1) **-*)- -^ 

yj-[«i|A2(a5 , *- | ö*) + mJP2(af*-*ar) + ....]. 

Diese Gleichung dient als Reduktionsformel in so ferq sie die Summi- 
rung von x" 1 "*^*, a?"*- 3 «* etc. zurückfährt Es ist aber 2(x*a?) be- 
kannt nämlich 
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und nun erfaiit man der Reihe nach aus der obigen Formel für m =* 1, 

& f <J y •••• 

u. s. f. 
oder wenn man jede Gleichung in. ihre Nachfolgerin substituirt 

2) 2(x*>) = -5CJ- - T? ^ r 

'*'*_« *«* 2Axa*a* , (2fc*«*-AV)«* 
2(x*a?) = .-5-5 , , .,- + 



* «"ifi 



»-1 («*-!)» ^ <a*-l) r 

u. s. w. 
Es folgt hieraus von selbst, dass man mittelst dieser Formeln jeder- 
zeit das endliche Integral 2[<p{x)aF] finden kann, sobald <p(x) eine 
ganze rationale algebraische Funktion von x bezeichnet. So hat man 
z. B. 

2[(a+ßx+yx*)a?] == a2a* + ß2(xa*y + y2(x*a*) 

(«-ffi-fryJ^)g* — (2«-^yA a )fl> + et ^ 

II. Mit einiger Modifikation ist das so eben zur Entwickelung 
von 2(x m a x ) angewandte Verfahren auch zur Bestimmung von 2(x m cosx) 
und gix^Binx) brauchbar. Man hat nämlich 

J[x m sin(x-£h)} .=* (x+h) m sin(x+^h) — x"sto{x-^b) 
= 2sin±h.x m co8X + wt 1 te^ , sin(a?+-|-Ä) + mjA^hinfa fr-fr) + .... 
und folglich wenn man nach Division mit 2 sin fr integrirt und 
2(x m cosx) auf die linke Seite allein bringt 

o, ^ m \ x m $in{x~fr) 

3) S^cosx) = 2> ,;^ 

— -^tj-^^-'m'm^+t*)] + m i h-2[x m -hin(.x+±h)] + ...l 

Geht man ähnlich von der Differenz ^[x™ co$(x-\h)] aus, so findet 
sich ebenso leicht 
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4) 2{x««nx) = g-ijAJ. 

Diese Formeln fähren immer fcur Kenntniss . von 2{x tn cosx) nnd 
5(;r m «w;r), sobald die Integrale 

JT(« m - , cosaO , 5(« m ~" 2 cof «) , .... 2(x*cosx) 

2(aP r - 1 sinx) , :?(<r*- 2 *wa?) , .... 2(x*sinx) 
schon bekannnt sind. Setzt map nämlich in No. 3) und No. 4) m = 1, 
so wird zunächst: 

Nun ist aber wegen ttn(x-j~5-Ä) = *tft£co*-£-A + co* #*tfi-|-A und 
co*(«-|-£-Ä) == cosxcos-^h — sin x sin -^-h 

2 sin(x-\-£-h) s= co* -£-A.2*tfur -f- föl+A^ew* 
2 coi(x-\-~-h) = co*-£-A,2co*a; — *w-£-A .2 «na? 
und da 2eosx und Jsmx bekannt sind [§. 2. No. 5) und 6)], so ge- 
ben jetzt die Formeln 5) die WerAe von 2(xcosx) und 2(xsinx), 
nämlich 
&\ ^, Ä .,\ xstojx-^-k) , h cos(x+ ±h) 

V) 2{XCOSX) = jr— ; — TT H =5-; — .— .- — 



gcos(g-4-A) A<m(H-j-^) 

2(*«n*)_ = 2^TP- + (2«**A)* • 

r » 

Nimmt man ferner in den Formeln 3) und 4) m =; 2, so wird 



- 2^Tfc-J2A2[*«»(*+i*)] + A^«»(*-f4*)l| 






Man hat nun durch Zerlegung 
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2[xsin(x-\-±h)] = co$\h2(xsinx) ^ $in±h2{xcosx) 
2[x cos Gr-f"**)! = cos\h2(xc0*x) — sin\h2(xsinx) 
und da nach 6) 2(xcosx) und 2(xsinx) bekannt sind, so findet man 
zunächst 2[xsinx sinix-f-fch)] und 2[xcos(x-\-%-h)]; substituirt man 
diess und die bereits bekannten Werthe von 2sin(x-\~$£h) und 
2cos(x-\~^h) so findet man 2(x*cosx) und 2(x*sinx). Wie man auf 
diese Weise weiter gehen kann erhellt nach diesen Bemerkungen leicht. 

Es giebt übrigens noch ein zweites Verfahren um 2(0?* cos x) 
und 2{x m sinx) zu finden und welches auf den bekannten Formeln 
cosx = -%■(&* -}-€-**) 

sinx *=s -^(P- tr**) 

beruht, worin c die Grundzahl der natürlichen Logarithmen und t = V-l 
ist. Man berechne nämlich erst 2(x m af t ) nach dem in L gegebenen 
Vorschriften und setze nun einmal a = & und darauf a = er 4 , man 
findet so 

2[x m (e i )*] = 2(x w e^) und 2[x m (e^y] = 2{o^f^). 
Davon ist die halbe Summe: 

= 2(aPcosx) 

und die halbe Differenz dividirt durch t 

* -f 

- '= 2(x m sinx). 

Zu einer blos schematischen Darstellung ist diese Methode hinreichend, 
in praxi aber wird sie etwas weitläufig. 
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Integration von cos m x> sin m x und ähnlichen Funktionen. 

Ebenso leicht als sich die Integrale 2 cosx und 2 sinx finden 
lassen, kann man auch die etwas allgemeineren Tcospx und 2sinpx 
bestimmen , worin p eine beliebige cwastante Zahl bedeutet $f$ji 
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braucht nur zu bemerken, dass, sobald p& für a? gesetzt wird, auch 
ph an die Stelle tob h tritt und dass folgMi i 

l) Zcosvx - * »*«-**> 

sein muss, was man auch umgekehrt leicht verifiziren kann. Wäre 
nun eine Funktion <p(a?) zu integriren, von der man wusste, dass sie 
sieh in eine Reihe von der Form 

Acosax + Bcosßx -f- Ccosyx + .... + M cos fix 
Verwandeln Hesse, so würde die postulirte Integration ungemein leicht 
auszuführen sein , denn man hätte : 

2<p(x) = AScosax -{- Bücosßx -f- .... -f- M2 cos fix 
und hier kann man alle auf der rechten Seite vorkommenden Integra- 
tionen nach der Formel 1 ) bewerkstelligen. Dasselbe Verfahren würde 
anwendbar sein , wenft es sich um die Integration einer Funktion xfj(x) 
handelte, welche in eine Reihe von der Form 

Asinccx 4* Bsinßx + Cstnyx -f- .... -f- Msinftx 
umgesetzt werde* könnte. In der Thal giebt es einige Funktionen der 
Art und diese wollen wir näher betrachten. 

1. Bezeichnen wir wieder V-l mit t wid setzen 
3) C09X *f*-4sinx .= u 

cosx — isinx = v 
so ist 2cosx = te -f- 1? tand mithin f2tosxy* = {ti'-^-ü)* d. i. 

(2co8x) m « mtfi m -fr ♦»iti inr ~ , ü + «^P-V -f •••* 
und da man ebensowohl 2cosx = t> -(-« setzen konnte, auch:' 

Addirt man beide Gleichungen, so kann man dem Aggregate leicht 
die Form geben: 

2(2 cos x) m = m 8 (« m -f-ü m ) + WiW»(tt a *~*+t? m ^ 2 ) 

-f- m 2 (ta?) 2 (i* ,,,r - 4 4-ü ,,l ~ 4 ) 

Nun ist aber uv = «o* 2 * — * 2 *tn*x at 1, «ad fenier 
*« + # 9 == (cosx+«»tw?)« -j- (costt-tJtn<c) q 
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d. i. dem Moivre'schen Theoreme zufolge 

«9 -f- 1?^ a (cos qx+iiinqx) + (ßo$ q» — iiinqx) = 2cw g*. 
Unter diesen Bemerkungen folgt aus der obigen Gleichung für q = m, 
tn — 2, tn — 4 etc. 

2(2cosx) m = «lo^osmx + «i2co*(ii*-2>r + »h2co«(m-4)x + ••« 
oder nach Division mit 2 m+i , 

4) co« m * s» -^-leostnx + m 1 cos(w-2)a? + «»«w(»*-4)* + ••••! 

wobei die Reihe soweit fortgesetzt wird, bis sie wegen der Binomial- 
koeffizienten von selbst abbricht. Nimmt man beiderseits das endliche 
Integral und wendet rechts die Formel 1) für q -= tn, tn — 2, tn — 4 
etc. an, so ergiebt sich augenblicklich 

5) *•*■*- -gj-L 2f||| x^ + "< 2«H(i-2)* 

ri»(m-4)(<p-£A) 1 

Hierbei ist noch eine Bemerkung zu machen. Für ein gerades m näm- 
lich kommt in der Reihe 4) auch das Glied m 1 m €Q&(tn-m)x vor, wel- 

2 

ches constant wird, ihm entspricht in der Reihe 6) das Glied 

$in(m-m)(x~^h) _ - 
i-» 2sm-i-(«M»)i "" *• 

Da aber lfm 1 m co$(m-tri)x\ = miJl es roi_-r- ist, so muss an die 

a" 1 "4™ "ST* h 



Stelle des unbestimmt vieldeutig werdenden Gliedes der Ausdruck 

x 
»jut gesetzt werden. Für m == 3 und m = 4 erhält man 2. B. 

T™ A 

2«««* - -§■ L . 2«»-|* + S 2sin±h + 8 2«m(-B) 

»tn(-ä)(x-H) - } 

2*in(-|*) J 
oder kürzer 

w * = j-r , * , y-^ ) + 3 -*£#.] 

8 L mn-f* «n-j-A J 

T, a ,«, X r«^4(«-j» _rin2(£-4*) «foOf«-^*) 
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nn(-2)(x-±k) w-»(-4)(a>--H) 1 



2«i»(-f*) ' 2m»(-4-A) 

Scos < x • * + i r *«»-**> + 4 -^-mi 

8 A 16L «in 2Ä 5t» A -T 

II. Aas den beiden Gleichungen 3) folgt ferner 2isinx = u — t; 
mithin (2 t st» x) m = (u—v) m 

6) (2iiinx) m = mot*" 1 — m t t< m - | ü + tWjti'*- 1 » 1 — .... 

Ist nun erstens m eine gerade Zahl , so hat man (u-v) m + (n-u, m mit- 
hin auch 

(2t«t»«) m = m 9 v m — m i v mr -' i u + m 1 v m - m hi 1 — .... 
Durch Addition dieser Gleichung zur vorhergehenden wird jetzt 
2(2tst»a?) m = (u m +v m ) — m t w(u m " 2 +v mr - 1 ) 

+ m t (uv)\u mr - 2 +D mr ^ % ) — .... 

d. i. weil t = (-1)"F, 

i 

7) «'»*# =• — ' r cosmx - m t co$(m-2)x + «12605(01-4)« - .... j. 

Ist dagegen 1» ungerade, so ist (u-v) m = — (v-u) m mithin 

— (2t'st»a?) m = «t o m — m i v m ^ i u + m 1 ü w ~V — .... 
und wenn man diese Gleichung von der. in 6) verzeichneten abzieht, so 
kommt 

2(2tst»a?) m = (tc m -0 — m % u l v(u m -' 2 -v m ~- 1 ) 

+ «i 1 (iuO*(u m -" 4 -ü m ~ 4 ) .... 

Dabei ist «0=1 und 

««-©« == (cosqx+i$inqx) — (cosqx-isinqx) = 2t sin qx 
mithin, wenn diess für q = m, m-2, m-4 etc. benutzt wird, 
2(2t'st»a?) m = 2isinmx — «i A 2tsi»(»i-2)& + m 1 2i$in(m-A)x — .... 
und durch Division mit 2™ +, t, 

(-DT^ 1 ) r "i 

8) 5t» m jp ■= ^- lsintnx~m t iin(m-2)x+rn % gin(m-4)x-....\. 

Um nun 2sin m x zu finden benutzt man die Formel 7) oder 8) jenach- 
dem m gerade oder ungerade ist. Man hat im ersten Falle 

9) »^ - (- 1 )*» T «*"»(*-*»> , rfn(m-2X»-H) 
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rin(m-4)(s-£-A) _ 1 
+ ^ 2«ni(m-4)Ä 'J 

und im 2\veiten unter Benutzung von Formel 2) 

10) 2stn<*x jp 1 25mimA - «t 2 *»±<m-2)A 

co$(m-4)(x-± h) 1 

+ % 2stn-|-(m-4)A ""J 

wobei im ersten. Falle die vorhin über das unbestimmt scheinende 
Glied gemachte Bemerkung zu wiederholen ist. Für m = 2 giebt z. B. 
die Formel 9) 

^2 1 r «m2's-j-A) smO(s-|-A) sm(~2)(a?--l-A) 1 

Ä5,waJ " 4L StaVfA 2smOA ^ 2sm(--|-A) J 

9 ^ 1 sin2(x-h) 

A4 sink 

und für m = 3 die Formel 10) 

- 1 [ m3(a?-| ») _ i?af(a?^A) cojr(-lXa?-5-A) 

^** -."§■[ 2smfA * 2sm^A + * 2sm(~H) 

cos(-3Ka;-4A) 1 



25t»(--|-A) 



1 r co$*(x --|-A) coi(g~r*n 

"" 8 L sm4A «tn-U i 



Da man eos m x und stn n a? für sich in Reihen verwandeln kann, welche 
nach den Cosinus oder Sinus von Vielfachen des Bogens x fortschrei- 
ten, so muss sich auch das Produkt co$ m x sin n x in eine solche Reihe 
umsetzen lassen. Denkt man sich nämlich die Multiplikation der bei- 
den Reihen ausgeführt, so entstehen für ein gerades n lauter Partial- 
produkte von je zwei Cosinus und für ein ungerades n von je einem 
Cosinus aus der ersten und je einem Sinus aus der zweiten Reihe. 
Derartige Produkte lassen sich aber immer in eine Summe oder Diffe- 
renz von zwei Cosinus oder zwei Sinus zerlegen , so dass jederzeit ein 
Resultat von einer der Forinen : 

11) eos m x si&x = Acosax + Btosßx -f- .... + Mcoifix 
CQ8 m j$ $in n x = Asinax + Bsinßw + .... + Msinpx 
worin et, ß, y, .... positive ganze Zahlen sind, zum Vorschein kom- 
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men muss , es lässt sieb mithin auch 2(cosPx sin n x) jederzeit entwickeln. 
So ist z.B. 
cos z x sin 2 x = \{co$%x + deosx) . -%•( — co$2x + 1) 

= -£- ( — cos ix cos 2a? — 3 cos x cos 2x + cos ix + 3 eosx) 
oder weil cos ix cos 2x = -^-cosx + \cosf>x, 
cosxcos2x = ^cosx + -fccosix, 
cos z x sinhs == \ ( — cos 5a? — cos ix + 2cosx) 
und durch Integration 

/ 32 L sm-^A «tn-|-A sin-^h J 

Dagegen ist 
' C05 a a? «t'n'o; = -|"(^s'2a? + 1) . -|-( — sinix + 3stna?) 

■ 

= -§- ( — sin ix cos2x + isin x cos 2x — sin ix + isinx) 
und wegen sinix cos2x = -^«n5a? + — «»a?, 
«na? co* 2a? = -^ sinix — \smx f 
cos 2 x sin z x = ^( — sin5x + «'n3ar + 2sma?) 
und 

v 32 L im-f-fc *tn-£-A sw-|-A J 

Man kann übrigens noch ein paar Schritte weiter gehen. Setzt man 
nämlich in den bekannten Werthen von 

2(x?cosx) und 2(aPsinx) 
xx für x also x(a?+A) für a?+A, so tritt xh an die Stelle von h, und 
wenn man diese Substitutionen ausführt , so erhält man demnach die 
Werthe der Integrale 

2(x*>xPcos xx) , 2(x*xP$in xx) 
und durch Division mit x? auch die von 

2(xPcosxx) und 2(xPsinxx).. 

Daraus folgt, dass man auch jeden Ausdruck von der «Form xPco* m xsin n x 
integriren kann, denn man hat nach 11) 

2(aPcos m x sin*x) 
= A2(aPcos <xx) + B2(oPcosßx) + .... + M2(xPcosjux) 
oder im Fall n ungerade ist 

' 2(&cos m x «n"«?) 

8 
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= A2{&*inax) + B2(tiPsinfi$) + .... -f M2(aP$intix) 
wo sich nun die Integrationen rechts ausführen lassen. S*. ist 2. B» 
cos 2 x sinx =. -J*smop + ^rin&x, mithin 

2(xcos*x sinx) = ^-2(ccsinx) + -%-2(xsin$x). 
Es ist aber 

^xstnx) _ 2 «ii£A + (2$in±h)* 

und wenn man 3x, 3A für x und A substituirt und nachher mit 3 
dividirt 

2sw-|-A (2«n-f-A)- 

Die Substitution von ^(xsinx) und 2(xsin3x) führt nun sogleich zur 
Kenntniss von 2(xcqs*x sinx)* 

Bezeichnet endlich <p(tf) eine ganie rationale algebraische Funk- 
tion von x , so kann man auch noch die endliche. Integration 

2[q>(x)cos m x $in*x\ 
bewerkstelligen, denn vermöge der Bedeutung von cp{x) muss dies« 
Funktion von der Form 

axP + bx* + cx r + .... + gx* 
sein, wo p, q, .... « ganze positive Zahlen bedeuten« Man bat daher 

2{q>(x)cQs m x «t'ftto] 
= a2(a?cos m x $in n x) + b2{x*cos m <e rin*x) + »... + g2(x*cos m x sin n x) 
und hier sind die auf der rechten Seite postulirten Summirungen nach 
den vorhin gegebenen Andeutungen ausführbar, wenn auch die wirk* 
liehe Aufstellung der völlig entwickelten Ausdrücke oft noch ziemlich 
weitläufige Rechnungen erfordert, die jedoch keinerlei Schwierigkeiten 
darbieten. 

Hiermit haben wir' das Ende der Reihe von Funktionen erreicht, 
welche sich in völlig geschlossener Form integriren lassen; zwar wird 
man bei ganz speziellen Funktionen hie und da durch einen besonde- 
ren Kunstgriff, den die Individualität der Funktion an die Hand giebt, 
noch die eine. oder andere Integration ermöglichen, allgemeine Regeln 
aber für andere als die bisherigen Funktionen giebt es . nicht mehr, 
wenn man die endlichen Integrale in angeschlossenen Ausdrücken dar- 
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gestellt wissen will. Verzichtet man jedoch auf diese Bedingung, so 
läsat sich eine nicht geringe Anzahl von Hülfsmitteln zur endlichen 
Integration auffinden, welche eine beliebig grosse Annäherung an das 
gesuchte Integral gestatten. Bevor wir aber diese Untersuchungen er- 
öffnen, wollen wir erst die vielfachen Summen betrachten. 

§♦ 8. 
Die vielfachen endliehen Integrale« 

Der Uebergang von einer Funktion q>(x) zu ihrem endlichen In- 
tegrale ist, rein analytisch betrachtet, nichts Anderes als eine Operation, 
mittelst deren man von einer gegebenen Funktion zu einer zweiten Funk- 

* 

tion fortschreitet. Man kann daher auch diese zweite Funktion als 
eine ursprünglich gegebene ansehen und auf sie wieder dieselbe Ope- 
ration anwenden, wodurch man auf eine dritte Funktion kommt, von 
dieser geht man auf dieselbe Weise zu einer vierten weiter und kann 
überhaupt die durch das JS angedeutete Operation beliebig vielmal nach 
einander ausführen. Man erhalt 30 aus q>{x) der Reihe nach die 
Funktionell. 

2<p(x), 2[2<p(x)}, 2[2[2 9 (*)]], etc. 
welche man kürzer durch 

2q>(x), &*>g>'.x), $*>g>(.x), .... 
bezeichnet. Ist nun. z. B< Jfiß) == (fix) , so hat man . umgekehrt 
2q>(x) =? fix) , wozu man aber noch eine willkürliche Constante C 
hinzusetze« dprf, so dass allgemeiner 

Sq>(x) =*= f{x) + C . 
ist. Nimmt man beiderseits wieder. das endliche Integra], so wird 

XVg>(x) *=. 2f(x) + CS* 
oder wenn 2 fix) kurz mit f x ix) bezeichnet wird, 



2t*<p(x) = f t (x) + Cj- •+ C" 



wo C eine neue willkürliche Constante bedeutet. Hieraus folgt weiter 



&*><pix) = Sfrix) + j^2x + C*2x % 



8 
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©der für 2f x (x) = /i(ff), 

*>(*) = m + t(tt T t') + c 'f + c ' 

= /.<•) + y^» + ■^ £ - x + c "- 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Schlüsse und zugleich das 
Gesetz, nach welchem sich die Ausdrücke rechts bilden; man hat 
nämlich 

1) 2W<p{x) = fo-«)(*) + *%*-* + ***-* + •- + 4-t* + 4» 
worin A lf A t , ... A n ^ willkürliche Constanten bedeuten. Hätte man 
dagegen bei den successiven endlichen Integrationen keine Rücksicht 
auf die willkürlichen Constanten genommen, welche man bei jeder 
Integration hinzufügen darf, so würde man der Reihe nach blos 

S^fim) = 2 f{x) = f t (x) 
X»q>{x) = 2f t (x) = f t (x) 



d. i. überhaupt 2L n )g>{x) =; /(»-^(a?) erhalten haben. Vergleicht man 
diess mit No. 1) , so ergiebt sich folgende Regel : „Wenn ein viel- 
faches Integral 2Wg>(x) ohne Rücksicht auf willkürliche Constanten ent- 
wickelt worden ist, so geschieht die Complettirung desselben dadurch, 
4ass man noch die algebraische Funktion 

A i af t - i + A^af*-* + .... + An-+x + A n 
^hinzusetzt, in welcher A t , A t , .... A n willkürliche Constanten bedeu- 
ten. 44 Gewöhnlich schreibt man übrigens diesen Ausdruck in umge- 
kehrter Ordnung und giebt ihm dann die etwas elegantere Form 

2) C Q + C t x + C t x* + .... + C^o"- 1 . 
Wir wollen nun gleich die wichtigsten vielfachen Integrale betrachten, 
denn die Zahl derer, die sich ohne grosse Weitläufigkeiten entwickeln 
lassen, ist sehr gering. 

Für (p(x) = o* hat man folgende Reihe von Gleichungen 

ar-i 

2< 2 >a* = — ~ — 2a* ä jr* 

a*-l * a (aM) a ?' 
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woraus man sogleich das allgemeine Gesetz "ersieht. Es ist nämlich 

Da hier keine Rücksicht auf die willkürlichen Constanten genommen 
worden ist, so gehört zur Vervollständigung des vielfachen Integrales 
noch der in 2) verzeichnete Ausdruck; also hat man 

3) " 2<*>a* = "- , f, . + C 9 + C t x + .... + C*-i&- % . 

Für q>{x) = *inx findet man leicht der Reihe nach 
Zsinx «s — »2c(WJC-|-A)cof(a?— |A) 
2%»ur= — <2co**i*) 2co$(x-%-k) = — (2co«ec^Ä) 2 *tw(a>--f-Ä) 
at%fti Ä = — (2co«c^*) a ^*tn(a?-^&) = + <2<**ec-£-Ä) a co*(a?--l-Ä) 
2« 4 >*iiia> « + (2ew«*|*)«?«wU*-f*) = + (2do#eö^Ä) 4 *m(a?--|nÄ> 

• ••••••••• 

vnd hier übersieht man ohne Mähe das Gesetz, nach welchem diese 

Ausdrücke fortgehen; es ist nämlich ■ 

4) 2*hinx — (2co*ec-£-A)"*ml x-n — ^ — I 

wobei ebenfalls der Ausdruck 2) zur Verrollstindigung hinzuzusetzen ist. 
Für g>(x) = cotx steht die Rechnung ganz ähnlich so: 

2(i) CMä! = + (2«wee-|4) 2sin(x-±h) = — <2cosec^A»«(«-|-A) 
2i*> eotxs= — (2eötec$h)*2cos(.x~%h) = — &eosct±h)*tin{x-\ K) 
&*>cosx = — (2cosec^h)*2$in(x-^h) = + (2c<m«c-|4)« «»(»--**) 

und überhaupt folgt hieraus ohne Rücksicht auf willkürliche Constanten 

/ Jt+h \ 

5) SWeotx = (2eo«ee-f*)*eo*l *-* — 2"" )" 

»ie drei SpeziaUsirungen von <p(x), welche wir so eben betrachtet 
haben, sind die einzigen, in welchen sich 2»ip(x) vMbg independent 
angeben lässt. Man sieht zwar leicht ein, dass es möglich sein wird; 
auch für andere Werthe von ?(«), «. B. 9(0) = »». Vcot* etc. jenes 



I 
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vielfache Integral zu entwickeln , indem man successiv 2g>(x) , H^tpix), 
2&*)<p(x) etc. berechnet, aber der Calcül selbst liefert so complizirte 
Ausdrucke, dass man das allgemeine Bildungsgesetz derselben nicht 
absehen kann. 

§♦9, 

4 

Integration durch Potenzenreihen« 

Befindet sich eine gegebene Funktion <p(x) nicht unter der Zahl 
derer , von welchen wir die Summen bis jetzt kennen gelernt haben , so 
ist es nicht möglich, ihr endliches Integral in völlig entwickelter und 
geschlossener Form anzugeben , und man muss in diesem Falle wenig- 
stens einen Ausdruck dafür aufzustellen suche», welcher eine bis auf 
jeden beliebigen Grad der Genauigkeit »gehende Annäherang an dasselbe 
erlaubt Als nächstes Mittel zu diesem Zwecke bietet sich die Ver- 
wandlung der gesuchten Summe in eine unendliche convergirende Reihe 
dar, was sich auf verschiedene Weise aufführen ttsst, je nachdem man 
der Reihe die eine oder andere Form auferlegt. 

1. Der einfachste Fall ist der, in welchem <p(x) den Bedingun- 
gen genügt, welche zur Anwendung des Mac Laurin' sehen Satzes er- 
forderlich sind*), so dass man cp(x) in eine nafch aufsteigenden Po- 
tenzen von x fortgehende Reibe verwandeln kann. * Findet jnun inner- 
halb zweier bestimmten Gränzen x = & und >c ~ i ^ die Gleichung 

1) q>{x) = a + bx + ex 2 + dx* + ..o in inf* 
statt, so erhält man durch beiderseitige Integration;. sogleich ., 



2, j«4 = .£- H- »(1-4 - i«) ■• 



und diess gilt dann wieder zwischen den Gränzen x= ^ und x = £ s « 
Man kann ab<?r auch der, Reibe erst eine ajuler#, Form geben, ehe 



—*" 



*) Ueber diese Bedingungen s. m. de* Verf. Hfcndirach der Biffeirenziälrech- 
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man jedes einzelne Glied derselben integrirt. Wendet man nämlich 
die Gleichung 

jr'» = jr,**-«* + \h<«-*x(x-h) + J 9 h m -*x(x-k)(x~2k) + .... 



.... + JJftr(jr-A)(jr-2A). .... (jr-m-lÄ) 
auf die einzelnen Glieder derselben an , so findet man 

ä + bx +* ex 1 + dx* + .... 

= a + A/ t jr + c[/|Ajt + J 2 x(x-h)] 

: + d[J 4 ÄV + JjAjr(jr-A) + J 3 .r(.r-ty(jr-2Ä)] + .... 
d. i. wenn man ordnet 

■ ' a + 6or «4- ex 1 + üx*.+ ex* + ..., 

2 8 4 

+ (c7 r + rf/ 2 Ä + c/,A 2 + ....)jt(jt-ä) 

4- ',■••• • 

Hat man auf diese Weite q>(x) aus der ursprünglichen Fprm in die 
folgende 

• : \ d'x(xji)(x*-2h) + \... 
gebracht, so giebt die beiderseitige endliche Integration 

t 

3) 2<p(x) mp T a'x +. —b'x(x-h) ", , 

■ , . Vi.- + i^^x(x-h)(x-2h) '+ .... 

Die Coeffizienten « 4 , b 4 f c*> ;.•. sind hier (mit Ausnahme des ersten, 
der = a ist) selbst un^ridlicbe Rfeihen, lassen sieb aber Stimmiren, 
sobald die numerischen Werthe von A und a, b, c, .... gegeben sind. 
IL Wenn eine, Funktion sich nicht in eine nach aufsteigenden 
Potenzen ihrer Variabelen fortschreitende Reihe entwickeln lässt, wie 



wie z. 



B. ZI H — '■ |, so gluckt es doch häufig, sie in eine nach ab- 
steigenden Potenzen dieser Veränderlichen fortgehende Reihe zu ver- 
wandeln, sodass man in diesem Falle 
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4) ?(*) = « + -| + -£- + -£ + .... 

setzen darf, wenigstens innerhalb gewisser für x geltender Gränzen. 
Eine solche Reihe lässt sich aber stets in eine andere von der Form 

ß* V* <*' 

<p{x) = a ' + _ + xQc+h) + x(x+k}(x+2 ty + •- 

verwandeln, wovon man jedes einzelne Glied auf der rechten Seite, 
mit Ausnahme des ersten, leicht integriren kann. Es giebt nämlich 
für jedes b > a folgende Formel *) 

b . , a , q(a+l) , a(«+l)(q+2) _,_ 

= * + TTT + .i', iwt , ftv T 



6-q ' 6 + 1 ' (6+l)(6+2) ' (6+l)(6+2)(6+3) 

und aus dieser folgt, wenn nach beiderseitiger Division mit b die Sub- 
stitutionen q = n,6 = «+-n vorgenommen werden 

J_ __ 1 n »'»+!) . 

'* ~~ z+n + (z+n)(z+n+i) + (*+n)(*+l)(*+n+2) ""*" *"' 

Hier dividiren wir beiderseits mit *(«+-l)(*+-2) .... (s+*-l), was 
wir kurz mit *(»> bezeichnen wollen; es wird dann 

5) * = X + _^_ + JÜÜ±IL + .... 
*•*(») *(»+i) *(»+*) ' *(»+*) 

für z = 1 hat man sehr einfach. 



* «(1) »(i) , *(4) *<o 

und durch Division mit x, 

1 +^-+^-+^-+.... 



Ä 8 *.«(j) *•*(«) «-»(4) Ä - Ä (5) 

und hier kann man auf der rechten Seite die Formel 5) auf jedes 
einzelne Glied anwenden, wodurch man Folgendes erhjüt; 



* 3 *(3) *<4) *fc) *(•) 

'+ ji + jl + ji + ■„} 



*(4) *U) *(•) _ 

+ 2J— +- — + .... 

-+ 

■ . • . • 



*) M. s. d. Verf. Handbach der Diflerenaialrechiiung S. 266 letzte Formel. 
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oder wenn man Alles vereinigt, was sich vereinigen lässt, 



* HZ) *(4) *(5) *(•) 

Dividirt man beiderseits wieder mit *, so kann man die Formel 5) 
von Neuem auf jedes einzelne Glied, rechts anwenden und. findet so 

1 x i 6 i 35 r 225 i 



* *(0 *fc) *(•) *7) 

Man übersieht leicht, wie sich dieses Verfahren fortsetzen lässt; hat 
man überhaupt ' » - ' 

m m tn tu 

6) 4r = A + -&- + -£- + -£-■+ .... 

* m *(m) *(m+i) *(«+*) *<»+l) 

so dividire man beiderseits mit * und zerlege rechte jedes Glied mit 
Hälfe der Formel 5) ; man findet dann sogleich 

* = K \ l 4- m 4- m(OT + 1) 4- { 

<*(m+2> *(m+S) , ) 

m ( • T 

< ä (»+«) 

i • • • 
oder durch Vereinigung der Glieder mit denselben Fakultäten 

m-M , m+1 m+1 ' 

« W+1 *(m+i) *(»+*) *(m+3) . 

hierbei ist 

.m4»l m 

A# = An 

• . . ' • ' ■• 

m+1 mm 

m+l m . m m • * 

K s = m(m+l)K, + (m+l)K t + K s 

m+1 "* m m m 

K z = m(m+l)(ro+2)Ä, + <*+l)(«H-2)*i. + (n)+2)K t + *, 



+ — 



.\ 



Man kann dafür auch schreiben 

m+l m 

Ä = A e 

«H-l tn-f-1 m 
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m+1 

m+l 
A3 



(ro+l)^ + tf, 

«14-1 m. 

(m+2)JT 2 -f X 8 
etc. 



überhaupt wenn p eine ganze 1 positive Zahl bedeutet . 

«+l »»+1 m . t 

7) Km = (»+j»> AT, + Äp+t- ~ 
Da für m = 2 die Coeffizienten schon bekannt sind, nämlich 

1 » . a a 

Ag =52 1, A| SSB i, A«| = 1»2, Ag = I.A. 3, *••• ' 

s a 

uod ausserdem aV = K % = 1 ist, so giebt die Formel 7) nach ein- 

• • • 

ander die Coeffizienten < 

k i & 1 

daraus leitet man dann für m = 3 und mittelst der Bemerkung, dass 

43 

Jf § = a § = 1 ist, dift Coeffizienten ' 

444.4 | 

**4 > Ajj A^j A4, •••• 

* * 1 

i 

auf dieselbe Weise al* u. s. w. Diess giebt folgende Tabelle 



m = 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


*; = 


-1'., ' 


\'< • 


t|., ■ • • 


1 •' 


•1 . '■ . 


1 


K t = 


1 


3 ■ 


6 


10 


15 


21 


K 2 = 


2 •• 


11 


35 


85 

• ■ > 


. 175 . 


322 


K, = 


6 


50 


225' 


735 


1960 


4&6 


K t = 


24 


274 


1624 


6769 


22449 


• • • 


K> = 


120 


1764 


13132 


67284 


. »V 

• • ■ 


• • • 


*, = 


720 


13068 


105056 


• • A. 


,,.'•»1 • - 


» A • • • 


* 8 = 


5040 
40320 


109584 

i 

'' r 

• • • 


1 A > 
. . . 


• • • 


• • • 

1 

• 

• • • 





Ine hier verzeichneten Coeffizienten stehen übrigens in einer nahen 
Beziehung zu den sogenannten Fakultäteijcbeffizienten , et h. zu den 
Constanten der Gleichung 

m(w+1)(w+2) ... (ti+}-l) = C x u + C z u % + ..."+ C H u<i. 
Multiplizirt man nämlich mit u + q beiderseits, so Jet 



ist 

«(H-l)(«-f2) .... (*+?) = qC t u + (A + 4)«* 

and wenn man diess mit dem vergleicht, was aus der ursprünglichen 
Gleichung wird , sobald man q -f- 1 an die Stelle von q treten lässt, 
so findet man leicht , dass für jedes ganze positive n die Relation 

statt findet. Setzt man in einer neuen Bezeichnung 

so geht die vorige Gleichung in die folgende über: 

n-f-l . *+l * 

aus welcher man durch die Substitution j = n + p und Vergleichung 
mit 7) die Identität von E und IT erkennt. Die nunmehrige Bezeichnung 

giebt z. £. für «=*3, n = 1, 2, $, der Reihe nach C, == K % , C % 

8 3 4 » ' ' 

= Kt , C z sssK 9 und durch Vergleichung mit der' Tabelle ersieht man 
hieraus, dass die letztere nichts Anderes enthält als die Fakultäten- 
koeffizienten in diagonaler Stellung. 

SC 

Man Substitute nun in . die Gleichung 6) y für *, so erhält 

man vermöge der Bedeutung von *(*), *(m+j) etc. nach beiderseitiger 
Division mit A m 



i» 

s s s 



'♦ ' ■ * 






m 

- :• i: 



«j hz + .... ' 

x(x+h)(x-t-Zh) ••• (tf+m+lÄ) 

wo es nun leicht ist, jedes Glied auf der rechten Seite zu integriren, 

sobald m die Einheit übersteigt. Man gelangt so zu der Formel 

9) 2— = - — - =— — 

** (ro-l)A x(x-f ä)(^+2A) ... (jr+m-2A) 

m 

1 K t 



m x(x+k)(*+2*) ••• (x-f-»-!*) 



IM 



M 

1 *£ 

ro+l x(ar-t-Ä)(a?+2*) ... (x+mk) 

Handelt es sich überhaupt allgemeiner um die endliche Integration einer 
Reihe von der unter No. 4) angegebenen Form, so verwandele man 
zunächst jedes einzelne Glied derselben nach Formel 8) in eine unend- 
liche Reihe; man erhält dann ohne Schwierigkeit: 

„ a + £ + r , + yL±A 



+ 



. 2yA* -f 3dh -f e 
Xix-i-hXx -|-2A)(x+3Ä> 



6rA»-f-lldA«-r-6«A-|-$ I 
" t *'x(a'+Ä)(*+2A)(x+3ÄX*-f4A) "*" *'" 

und nun giebt die beiderseitige endliche Integration 

iö) a**)- • * + /al _. 4. JL _ » y* + * 

T * , ' r i A, * 2A *(?+*) 

1_ 2/A» + 33A + e 

3A a?(jr+A)(;r+2A) 

1 6yA» + H^A 1 + 6eA + £ 

4A 4?(jr+AX*+'2A)(x+3A) 

und mittelst dieser Formel ist das Integral auf 2 — zurückgeführt. » 

x 

Nach der vorhin gemachten Bemerkung über den Zusammenhang der 

mit K bezeichneten Zahlen und. der Fakultätenk^efBzienten kann man 

jetzt leicht das allgemeine Glied unserer Reihe angeben. Dasselbe ist 

nämlich • "r "t" 

, , , . , „, . • - '■ iiflf.«i ■ ttVt m , ,', ■ " , .1,1 ■- » - ■ 

nk x(#+h)(x+2h) ... (x+n-lh) 

und somit die Aufgabe in aller Vollständigkeit gelöst. 



i 
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§. 10. 

Integration durch gonlometriflche Reihen. 

Man kann mit Hülfe der Integralrechnung sehr leicht nachwei- 
sen, dass jede Funktion <p(x) sich in Reihen verwandeln lässt, weiche 
nach den Cosinus oder Sinns der Vielfachen tob x fortschreiten, dass 
man also ebensowohl 

1) q>{x) = \a % + a x co$x + a 1 eo$2x + a^cosSx + .... 
als auch 

2) <p(x) = btsinx + b 2 $in2x + b % $inix + .... 

setzen darf. Die erste Gleichung gilt für n >» x > und in ihr ist 

2 f* n = = 

3) ün == — / q>(x)cosnxdx; 



2 P n 



die zweite dagegen besteht nur für n > X .> und in ihr werden die 
Coeftfrieaten mittelst der Formel 

4) b n = — / <p(x)$innxdx 



-v 

c/o 



bestimmt*). Aus den Gleichungen 1) und 2) erhält man nnn sogleich 
durch beiderseitige endliche Integration 

*) Wenn erst die Möglichkeit einer Reihenverwandlung nach den Schematen 1) 
oder 2) nachgewiesen ist und die Grinzen bestimmt sindj innerhalb welcher diese 
Verwandlung gilt, so hat die Ermittelung der Werthe ron a n und b n keine Schwie- 
rigkeil. Multiplier! man nämlich die erste Gleichung mit 2 cos nx und zerlegt rechts 
jedes doppelte Cosinnsprodukt in eine Cosinussumme, sc Ist' 

2g>(x) cos nx = a 9 cosnx + a t [cos(n-l)x + cos(n+l)x] 

+ <4 [cos (n-2)x + cös(n+2)x] 

+ 

+ o^-ifcofjp + cos(2n-l)x] 

+ a»fl + co$2nx] 

+ «n+i[co#a? + co$(2n+l)x] 

+ •■•'•• 

Bemerkt man, dass überhaupt für jedes ganze positive ron Null verschiedene m 



Ci/o 



n 

cotmxdx ~ 
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5) 2<p(x) = t^-j- + «, -^jsjij- + «« 2 «»4A 



•* 
•t»3(a;-4-A) , 



•••• 



und 



-.*. 



co<3(a?-- |-A) 
2stn-§-A 



•••• 



und man kann also das gesuchte endliche Integral immer auf diese 
Weise entwickeln , wenn im ersten Falle x die Gränzen und n nicht 
überschreitet, und im zweiten innerhalb derselben bleibt« Man hat 
übrigens nicht immer nöthig, die Coeffizienten o» und b % mittelst, der 
Formeln 3) und 4) zu bestimmen , denn sehr häufig gelangt man da- 
durch zu Gleichungen tön den Formen 1) und 2), dass man in einer 
nach aufsteigendem Potenzen einer Variabelen % fortgehenden Reihe die 
Substitution z = r(cosx + J-Lsinx) vornimmt und darauf die reellen 
und imaginären Partieen beiderseits vergleicht. 

. Set# m?n ; z. B. in der für acht gebrochene «geltenden Gleichung 
1(1 +z) = z — ±z 2 + ±>z* - .... 
z = cosx + yj-lsinx und berücksichtigt, dass hierdurch 
1 + % = 2co8^-x(cos±x + iJ-Lsin-z-x) 

= (Zcos^x)*?*^ 
mithin 

1(1 +z) == l(2co*^x) + i-xj-L 
wird , so ist jetzt 

l{2cos-^x) + -^W-T 



ist, so führt die Multiplikation der vorigen Gleichung mit dx und Integration zwischen 
den Gränzen X = und X = 7V zu dem einfachen Resultate 



2 / q>(x)cosnxdx == a„ / ] 



OnTZ 



o 

woraus die Formel 2) sogleich folgt. Auf Ähnlich« Weise gelangt man zur Bestim- 
mung von b n . Genauere Untersuchungen aber diese Interessanten Reihen geben des 
Verf. „Analytische Studien, zweite Abtheilung." 



= (cosx-j- J~l$inx) — 4-(<x>s2aj + ^J$inQx) + .... 

und mithin durch Vergleichung der reellen uftd imaginären Bestand- 
theile: •••••••• > .:«••, 

6) l(2cos-%-x) = cosx — \cos2x + -|-ctf*34r— »• <.,« - 

7) -^-a? = sina? — ^sin%x + -J-sm3a? — .... \ 

und von diesen Gleichungen gut pach den gemachten Bemerkungen die 

erste für u ^ m r£ 0, die zweite für n >■ x .> ©« Schreibt man mi 
der ersten 2x für a?, so ist unter der Bedingung n^t 2x ^0, d. h. 

8) icosjr = — 12 -f co«2a; — \cosix -f- -J-cos6a? — .... 
und Hieraus erhält njan sogleich dufch endliche Integration 

7 a 2*mA x zsinzh 

, * , si»3(2a^A) . • 

+ s 2stn3A - — '"' 

Setzt man in 8) -f-7? — x an die Stelle von x, so wird 

10) l$inx = — J2 — cos2x — -^-cosix — -j-cosfix — .... 
wobei die Bedingung -y7r=-|"7tr — a?^0, d. h. 4-^ = # = er- 
füllt sein muss. Man findet jetzl 

llx -, . JO x *in(2x-h) t sin2(2x-h) 

11) 2tmmm.**.-r l^ T - ~^Th •* W> 

_ x mn$j2a>-h) _ 
Die Differenz der Gleichungen 9) und 11) ist ,. 

12) Slcotx = — . , + -r — a ,Io A + -5- . » ■ ' + wj. 

und dieselbe Reihe mit negativep Vorzeichen giebt II tan X. 

-*- ■* ■ - - # *- • • . 

Ein zweites Beispiel für diese Integrationsmethode möge die 

1# ... ■ • 

Funktion — liefern » welche in die Reihe 2) verwandelt werden möge. 
x 

Es ist dann 

~ " IUP 



2 / sinnx 

7r 1 y x 



dx 



oder wenn man mtinärin die bekannte Reihe entwickelt uöd jedes 

einzelne Glied integrirt .•,:..•.! . 
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, _ 2 r, »« i (»«)' , i (»*)' l 

• ~ ü 17 ~T~ ~~ T ~OX + T 1.2... 5. ~ "J 

Bezeichnet man, wie es in neuerer Zeit gewöhnlich geworden i§t, die 
transscendente Funktion 



/ 



UHU * __ l « __' i M 3 i l « 5 

— au - t T $ 1>2 ^ 3 -+- -r 1-2 ...3 



mit Si(u) [Integralrinus von u], so hat man sehr einfach 

2 

b n = —Si (nn) 

1t 

und jetzt ergiebt sich leicht für n > x > 

13) 4r — = #(tf) *m# + Ä(2tt) sin 2x + St(&r) «tu Sa: + .... 

dt x 

und mithin durch Integration 

... n _1 o^/_\ c<n(*--frft) CYO .mi2(«-|A) 

14 > T 2 V = ~ Si(Tt) "wp St(2ny 2iiKW~ 

_ Ä(3?r) -2«m-|A , - •- 
wonach sich, sobald die hinzuzufügende willkürliche Constante einen 

bestimmten Werth erhält, 2 leicht berechnen lassen würde. 

x 

Wählt man die Funktion €p(x) so , dass sich ihr endliches Inte- 
gral unmittelbar angeben lässt, so gelangt man durch Vergleichung der 
beiden, auf verschiedenen Wegen erhaltenen Resultate zu einer neuen 
der Theorie der Reihen angehörigen Formel. So ist z. B. für n>x >►{) 
nach 7) 

±x = sins — \sin2x -f- -\-sin3x — .... 
\(n-x) = sinx + \$in2x -f- \sin$x -f- .... 
wobei man die zweite Formel aus der ersten erhält, wenn man n — x 
an die Stelle von x treten lässt. Die halbe Summe dieser Gleichun- 
gen ist 

-1-7T = -\-$inx + -j-8tn3x + -^sin5x + .... 

ix >> x . >► 0. 

Unter Zusatz einer willkürlichen Constante giebt hier die beiderseitige 
endliche Integration 



x x , n , eo»(#-f») x cot 3(a>~f>) 

T "T + <7= " + -2^ T ä«n4* 

Um die Constante zu bestimmen nehmen wir für x einen solchen Werth, 
dass die Summe der rechts stehenden Reihe unmittelbar bekannt ist. 
Hierzu empfiehlt sich die Spezialisirung x = \it -f- \h ; es ist dann 
unter der Bedingung 

n > \ n + -a"Ä > d. i. TT > ä > — tt 

. s 

-£- (** + ■!■*) + c- o 

und wenn man die vorige Gleichung von dieser abzieht, so ist der 
doppelte Rest 

7t 



2k 



(4-^ + 4-A— ») 



— . i cosjx-^h) t cos5(x—%-h) , cos5(x-±h) 

und diese Gleichung gilt nur unter der doppelten Bedingung 

7t .> X > 0, TT .> A .> — 7t* 

Nimmt man x = u -j-v, A =±= 2t> , so wird eleganter 

TT 71 v ! cosu , , cos 3m , , ce$5u t 
15) \4v A * 8inv 3 stnoi; ö sm5t> 

7t > u + v ^> 0, \n > v > — \tz* 
Für ü ss , m = v erhält man hieraus die Spezialisirungen 

lfi I-q— = -£-cosfct> + -rcosecSv + -J-cöieefo + .... 

%n > t> > 



17) 



^pH--~ — l) =s ±cot» + ±cot3v + -J-cof 5t> + .... 



Eine etwas verwickeitere Ausführung desselben Gedankens ist die fol- 
gende. Mittelst der Formeln I) und 3) findet man leicht die Gleichung 

Iäv HL. ** ' + *""** _1 tto$x r rco$2x 

w * 2 e n —^ n Ä 2r r 2 +l* + r*-f 2* 

worin r eine constante Grösse und e die Grundzahl der natürlichen 
Logarithmen bezeichnet. Hier giebt die beiderseitige endliche Inte- 
gration 

9 



HO 



a> r tin(x-^h) , r »« 2te-4-A) 



~ 2r A r 2 4-l* 2«»-^ "*~ r »4-2* 2«»£A "' 

wofür man besser schreiben kann 

19, «■ eXs-^-e-*«-^ c 

# r ftn(s— ^-A) r stn2(a?--|-A 

~~ r A r* + 1 2 fm-^A + r 2 + 2* 5i»-|* 

Die Gränzen für die Gültigkeit dieser Gleichung sind leicht zu be- 
stimmen. Die Formel 18) gilt nämlich von x =» bis x = it 9 
da aber die linke und rechte Seite derselben gleichzeitig die Eigen- 
schaft cp{ — x) = cp(x) besitzen, so gilt die Formel weiter noch von 
x = bis. x = — n, also unter der Bedingung n ^> x > — n. 
Dies ist nun zugleich die Bedingung für das Bestehen der Gleichung 
19). Um in ihr die Constante C zu bestimmen , setzen wir x = -JA, 
es wird dann 

und wenn wir diese Gleichung von ihrer Vorgängerin abziehen , so bleibt 

. r Mti2(a?--£-A) _ 
"*" r* + 2 2 «n -f-A] "" 

rc > tf :> — fr, nr > 4* ^ — TT- 



Für x — n-\-v,h~2v wird hieraus 
.20) * ''-•^ 



J^ «^ r stnti r <m2u . r sin 3k 

"" 2r t> r* + 1* *tn t> + r*|-f- 2* *t» 2t> r* -f 3* srtilto 

— i ••- - 

wovon sich leicht wieder Specialisirungen ableiten lassen. 



s 



181 

Integration durch halbconvergente Reihen« 

Bei weitem das ausgezeichnetste Mittel zur Ausführung endlicher 
Integrationen bieten die Formeln dar, welche wir im §. 12. der Dif- 
ferenzenrechnung entwickelt haben und es bedarf kaum mehr als ei- 
ner etwas anderen Schreibweise, uin sie sogleich zu dem angedeuteten 
Zwecke benutzen zu können. So ist zunächst für r>X>0 

hfix) = A/W - -th &f(x) + -f^- hfix) - 



B z h* 



(— l)»B jn _,*»»-» 



1.2.3.4 



&f\x) + .... 



•••• + l.a:LTSr-2> A ^^> 



und diese Formel gilt für jede Function f(t) , wenn diese selbst und 
die von ihr vorkommenden Differenzialquotienten innerhalb des Inter- 
valls t = x bis t = x + h stetig und endlich bleiben. Setzen 

wir nun Af(x) = xfj(x) , so ist 

ferner folgt durch Differenziation yon A/f») = ip(x), 
Af(x) — tf/ix), Af '(») = V"(«), etc. 
und mithin geht die obige Formel in die folgende über 

h2if>'(x) + C = V(*) — "H^») + -yif V"<aO -* 

t55j ♦-**+•••• 



*) W«m» ntmlieh f(x) = 2ty»(*) ist, so hat man 
ffa+d)-^«) _ Sip(x+d)-Stfß(x) .__ 2[y(K+d)-y(x)} 
d ~ d ~ d 

nnd hieraus ergiebt sich, durch Uebergang rar Grinze für ancndlkh abnehmende d 

f(x) = Sfix) 
wa* mit der obigen Behauptung übereinstimmt. 
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+ 1.2.3...(2»-2) ^ ,XJ 



+ ^C'^r ^»^-w 



Nehmen wir endlich tp 4 (x) = <p(x), so wird 

i//(a?) = j q>(x)ix 

ferner t//"(.r) = <p'(#), y'"(x) = y"(^) etc. und so gelangen wir 
zu der Summenformel 

1) k2q>(x) + C = f<p{x)dx - \hq>(x) + ^ <?'(*) 

_ TAT » ( " + • • • 

Will man die Unbestimmtheit, welche in der wülkührlichen Con- 
stante liegt, wegschaffen, so' braucht man nur dem x irgend zwei 
specielle Werthe etwa x = a und x = b zu ertheilen und von den 
beiden so entstehenden Gleichungen die Differenz zu nehmen. Um 
diese Differenz kurz ausdrucken zu können, erinnern wir zunächst an 
die Weise, wie man das bestimmte Integral aus dem unbestimmten 
Integrale ableiten kann. Findet nämlich eine Gleichung von der Form 



/' 



g)(x)dx = <D(a?) -f- ConsL 



statt und sind die Funktionen q>(x) nnd Q>(x) innerhalb des Interval- 
les x = a bis x -=■ b endlich und stetig, so hat bekanntlich die 
Differenz Q(b) — <2>(a) einen bestimmten und unzweideutigen Werth 
und man kann unter diesen Voraussetzungen die Gleichung 

<p(x)dx = tf>(6) — CD(a) 

als Definition des (unendlichen) bestimmten Integrales ansehen. Eine 
ganz analoge Bezeichnung wollen wir für das endliche bestimmte In- 
tegral oder die bestimmte Summe einführen, indem wir, wenn 
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2 fix) ■ fix) 
ist, die Gleichung 

2) 2<p{x) = f(b) - /(«) 

aufstellen, worin die rechte Seite die Definition des auf der linken 
Seite stehenden Symboles enthält« Nach diesen Bemerkungen folgt 
aus Nr. 1) 

3) h2q>(x) = A(a?)to-±*[y(^ — .... 

+ ' 1.2.3. ..(2n) y >(X + * A) ' 
In dem Falle wo die Differenz h von a? ein aliquoter Theil von 
6 — a ist, lässt sich dieser Ausdruck noch etwas vereinfachen. Be- 
zeichnen wir nämlich mit m eine ganze positive Zahl und ist =.A 

also b = a -}- mh, so folgt aus Formel 3) in § 1 

f(b)-f(a) = g>(a) + <p(a + h) + q>(a + 2A) + .. . + q>(a + m-U) 

d. i. gemäss der in Nr. 2) aufgestellten Bezeichnungsweise 



4) 2<p(x) = <p(a) + <p(a -f- A) -f- y(a + 2A) + . . . + g>(a+ro-lA). 

a 

Substituiren wir für jedes Glied rechts das Maximum, welches die 
Funktion q>(x) während des Intervalles x = a bis x = b annimmt^ 
und nennen M dieses Maximum, so ist offenbar 

2<p(x) < mM d. i. 2q>(x) < — M . 

Nennen wir ebenso M 2 „ das numerische Maximum, welches gp^Gr) 
innerhalb des Intervalles x = a bis x = A erreicht v so gut gan$ 
ähnlich die Gleichung 

und man kann demnach, mit x einen ächten Bruch bezeichnend, 

V* } <* + * A ) = * Hf *** 
setzen. Nach diesen Erörterungen nimmt die Formel 3) die folgende 
Gestalt an 



IM 



6 /» 

5) A 2<p(x) « / <p(x)dx — ±h[<p(b) - ip(a)] 

a 



- + V^Vn-V [^W-^»-^)] ± 



xB,—!* 1 " 



(6 -«)*!.. 



1.2... (2n) 

Man kann leicht zu ähnlichen Formeln gelangen, welche nur durch 
die Ausdrncksweise des Restes differiren, sobald, man ganz dieselben 
Substitutionen mit den übrigen Formeln des § 12. vornimmt. Aus 
der Gleichung 

Af<») «r A/(x) - '**A/»<«) + f£ A/"(*) 

( In» hin— 2 

■■■+ u'^-ü ^^ 

+ HI*I -^- ifeSg ,A/«W 

worin 1>>A>0 und /"(() eine Funktion ist, welche nebst ihren 
(2n -f- 1) ersten Differenzialquotienten innerhalb des Intervalles t = x 
bis t = o? + ^ endlich und stetig und von welcher der (2n +1)** 
Differentialquotient innerhalb der Gränzen sein Vorzeichen nicht än- 
dert, leitet man so unmittelbar die folgende ab 

b P* 

6) h2<p(x) = l(p(x)dx — -£-%(&) — q>(a)] 

+ 13 [*» - *'<*>] - o£f *" w - <' (a) ] + • • • • 

und diese Formel besteht nur so lange als /**" +1 )(0 d. h. 



• • • • 
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innerhalb der Gränzen t — a bis t = b »«in Vorzeichen nicht än- 
dert und die Funktionen q>(f), y'(l) ... ip^Q) während desselben 
Intervalles endlich und stetig bleiben. Wenn ö-a ein Vielfaches von 
h ist, so hat man 
2q>t*\t) = yCi»)(a) + yC*0(a + h) + yWfa + 2h) -f 

und mithin findet die erste jener Bedingungen statt, wenn <p<*°(*) 
selbst von t = a bis f « 6 immer dasselbe Vorzeichen behält. 
Fügt man zur rechten Seite der Gleichung 6) noch den Ausdruck 

'- 'tty K-»»>-y- : 'w] 

- 'try [y^>-»*-^>], 

so ergiebt sich unter denselben Bedingungen wie vorhin 
7) h2tp(x) = lq>(x)dx— \h[<p(b)-<p(a)] 

+ T^sT [f^w-y-^>]. 

woraus man erkennt, dass der absolute Werth des Restes weniger 
beträgt, als das zuletzt in Rechnung gebrachte Glied der Reihe. 

Endlich kann man aus den Forwein 12) und 13) des §. 13. noch 

die folgenden Resultate ableiten. Wenn die beiden Summen 

b b 

8) Stp^Ww&Sq)*** 1 *® 

innerhalb des Intervalles a bis b ihre jedesmaligen Vorzeichen nicht 

ändern, so ist in dem Falle, wo beide gleiche Vorzeichen haben: 

b / lb 

9)h2q>(r)= /y(jr)4r-i*[9(»)-3p(«)]" * 

+ *£[V<»> -f w] - rf£i !>'"<» -*'"<«>] + 



• • r 



• • • 



lt* 

und in dem Falle, wo jene Vorzeichen einander entgegengesetzt sind 
10) ICStpinf) ** I tp(x)dx-±h[ 9 {V-g>(a)} 




a 

+ i!?[^»>-^«>J- i^!o [<<*>- <Wj + - 

hierbei bezeichnet X immer eine zwischen und 1 liegende Grösse. 

$+ 12, 

Beispiele seh den Theoremen des vorigen Paragraphen. 

I. Eine der einfachsten Substitutionen, welche man in den For- 
meln des vorigen Paragraphen treffen kann, ist q>(x) =5= xP, wo fi eine 
wesentlich positive Grösse bedeuten möge. Die Formel 1) giebt dann 
unter Anwendung der bekannten Bezeichnungsweise der Binomial- 
koeffizienten 

Nehmen wir spezieller (.t als ganze positive Zahl an und setzen, was 
offenbar erlaubt ist 2n>ji, so wird das letzte Glied (der Rest der 
Reihe) gleich Null und man braucht in diesem Falle die Reihe nur so- 
weit fortzusetzen bis sie von selbst abbricht. Man hat dann 



+ ± hi *i'*'W- l -frt*t hl * t '-* + 
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was mit der induktorisch gefundenen Formel 2) in § 4. überein- 
stimmt. Setzt man einfach h = 1 und subtrabirt dasjenige, von ein- 
ander, was- für j?ä und x = b aus dieser Gleichung hervorgeht, 
so wird weiter 

b K{*+i 

2* = Vi - ±U* 
o [i+l l 

und wenn b ein Vielfaches von h ä. h. eine ganze positive Zahl ist, 
so kann man die linke Seite nach Formel 4) im vorigen Paragraphen 
entwickeln; dieselbe ist 

v* + 2t* + 3i» + + o»-iy* 

auf der rechten Seite dagegen würde man J = + mÄ = m* zu 
setzen haben. Schreibt man endlich p für m und addirt beiderseits 
pP, so erhalt dann die vielfach gebrauchte Formel 

1) H" + 2? -f 3^ + + p^ 

~ H-i ■+ ** 



+ ^i^^'-i^V*- 3 ^^^ 



a— 5 



1 
II. Es sei ferner q>(t) = — *o ist unter der Voraussetzung, 

t 

b * 1 

dass 2q>'^\t) = 1.2.. (2n) 2 u . i innerhalb des Intervalles f = a 

bis t « fr continuirlich und endlich bleibt nach Formel (7) des von 
gen Paragraphen 

wobei der acht gebrochene Ausdruck 

, 2*-I 

gesetzt worden ist. Von dieser allgemeinen Formel ist ein Fall von 
speciellem Interesse, nämlich wenn a= 1 und h =t 1. Dann macht 



13« 

nämlich b — a immer ein Vielfaches Ton h aus, sobald 6 eine po- 
sitive ganze Zahl bedeutet; dieselbe ist b == a -f- mh == 1 -f- m; 
ferner wird jetat 

2±- - ' J 4- l 4- X 4- 4- J 



* 1 ' 2 * 3 ' m 

1 1 



h 

woraus man erkennt , daös die Formel 1) in diesem FaUe . für jedes 
beliebige positive b = w. -f* 1 in Anspruch genommen werden darf. 
Man hat nun 

i+I+I + Ix 4.1 
.l.. + 2 + 3 + 4 + •*' +m 

4. W» r_L_ * 1 4. Büb ,r i , i -i 

• •; + "äT* 1 ^ L(mfl,*» - I^J + ' 2n *™*\ («+1J* - isrj" 

Löst man die einzelnen Klammern auf der rechten Seite auf, setzt 
die von m unabhängige Summe 

1x1,1 i, . f-ir-' R i , 



=> K und schreibt zu besserer Unterscheidung p für m, so wird 

'•• ^ 2» * 2 - 1 (p+t) 2 » + 2» * 2 "-* (p+V' 

Der Betrag der noch unbekannten Zahl K lässt sich auf folgende Weise 
ausmitteln. Mau schreibe die Gleichung 2) in der Form 

4- + T+T; + --- : :+T- :i< ' +1) 



2<W-l> 2 Np+l) a ~ * *<i>+\) % 
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und gehe zur Gränze für unendlich wachsende p Ober, so wird 
3) Lin[± + -L + ... + i-ld»+l)] = K. 

Dass nun in der That die links angezeigte Lim. einen bestimmten an 
gebbaren Werth hat und nicht etwa wie Lim «np eine ganz unbe- 
stimmte Grösse ist, sieht man auf folgende Weise ein. Es sei 

so ist offenbar für unendlich wachsende q = p -f- 1/ Um tb(q) mit 
dem gesuchten Gränzwerthe identisch. Man hat aber 



f'('H) 



da aber immer fl l+yj<— sein muss, wegen der bekannten für je- 
des ä<C1 geltenden Reihe 

J(l+«) = * --§-*»+ -i* 3 — 

so ist die Differenz —- fl 1+- - j positiv und mithin tf/(q -f 1) > 

ip(q), d. h. die Funktion ip(q) wächst mit q gleichzeitig immer fort 
Dass aber dieses Wachsthum nicht ins Unendliche gehen könne, er- 
gebt sich so. Es ist immer l{l+x) >*— t* 1 folglich, wenn man 

1 
4-1 

'Ci> > ± - -H*) 1 

'U^ ^ 3 2 VT/ 

*(-§-> > * - -Rfc) 1 



für 2 der Reihe nach -75-, -j-,...... -7-7 setzt 



fügt man noch 1 = 4" zu der Summe dieser Gleichungen, so findet 
man sehr leicht 
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1 + < (i)>i + -£- + * + +±i 

und durch eine einfache Transposition 

1-/2 4- -£-[(-!-)' + (4-) a + + l^if] 

•>+ + + + ■*■ + ... + ~i-«f 

d. i. 

■ *<l) < *"» + ifp + i + + (JTIJa} 

Um so mehr gilt num offenbar die folgende Ungleichung 

*(?) < -i- B + ^fp + 2« + 32 + '••• *»*V-] 

d. i. vermöge des bekannten Werthes der eingeklammerten unend- 
lichen Reihe 

*&>•<+-« + Ä 

oder 

tf(f) < 0,62931985. 
Hieraus zusammen folgt nun, dass Lim tp(q) = K eine weniger als 
0,62931985 betragende Zahl ausmachen muss. Setzt man daher für 
p in die Formel 2) eine nur einigermasseu bedeutende Zahl und be- 
rechnet beide Seiten der Gleichung soweit dies möglich , so ist man 
/sicher einen Näherungswerte für K zu finden. 

Gewöhnlich stellt man die Formel 2) in einer etwas andern Ge- 
stalt dar; die man aus der unsrigen dadurch erhält, dass man erst 

p-1 an die Stelle von p setzt und darnach beiderseits — addirt. Es 

V 
ergiebt sich so 

4)-f + + + ± + + ~ 

-*+^ + ¥-■**. £•+**£- 
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für p =* 10 z. B. ist der Werth der linken Seite 

2,928968233968253968... 
und wenn man von der Reihe rechts soviel Glieder nimmt, dass ihr 
Rest am kleinsten wird, was für n = 11 eintritt, so findet man 

5) K = 0,5772156649015328... 
also K identisch mit denjenigen Constanten, welche in der Reihe für 
den Jntegrallogarithmus vorkommt. Für p = 1000 findet man die 
Summe der Reihe 

T "+■ T T" T ~f~ • • • * + i oöo 
auf 12 Dezimalstellen genau mittelst der Formel 4) in folgender Rech- 
nung 

K = 0,577215 6649015 

4- J- = 0,000500 0000000 
1 2p 

Ip s 6,907755 2789821 

_ -l-tf* =-0,000000 0833333 
* p* 

+ \B Z \ « 0,000000 0000000 

und dies giebt als Werth der gesuchten Summe 

7,485470 8605503 
woraus man ersieht mit welcher Langsamkeit die Summe der Reihe 
lJ- + -£- + -|- -f- ••• m * Unendliche wächst 

l 

HI. Setzt man q>(x) = — , wo fi > 1 sein soll, in der For- 
mel 7) des vorigen Paragraphen und giebt q dieselbe Redeutung wie 
im ersten Reispiele, so findet man ohne weiteres 

A JJ---J T r-ll.JL-|. i4 rJL.J--j 

1 1 ' \.bf+ l af+tJ 

+ * 1.2.3 *»*Lih3"?mJ — 

(-l). M (ft+ l) (g+2n-2) r 1 l' - , 

•""'■ 2h. 1.2.3. ...<2»-l) *"~* Lj/«+*-i " «P+*-U 



14* 

(-lp pQt + l).... (/* + 2»-2) ^, - 1 , i . 

+ ? 2n 1.2.3....(2»-1) **-»* LftJH^T " "wh3^T 1 

Nimmt man einfach a ~ 1, A = 1 und 6 ganz und positiv, so ist 
wie in L b =. m + 1 ; dabei wollen wir p für m schreiben und 
rechts die Binomialkoeflizienten zur Abkürzung benutzen. Es wird dann 

X/ u ^u *»_ **•• pH 

^--Lr—!^ _ii_ir-i in' 

+^ <A + 2»-2)^B^ [ (f + 1 ^ - 1} * 

Bezeichnet man die Summe der von p unabhängigen Glieder der rech- 
ten Seite mit K^ , schreibt ferner p — 1 für p und addirt endlich 

1 

beiderseits — , so gelangt man zu der Formel . 

i + i + ii . JL. 

lfl -T a« ^ 9H + •" + «^ 



= ^T 



1 1 . , 1 



r + + 



i«-i pH-* ^ ^ pH 



• • • * 



Um Kp zu bestimmen braucht man nur p ins Unendliche wachsen zu 
lassen; es wird dann 

und da die Reihe links für (x>\ convergirt, so kann man durch di- 
rekte Berechnung ihre Summen finden. Nach Legendre's Rechnung ist 
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2 


V 


1 . 64493 40668 482264 


3 


1.20205 69031 595943 


4 


1.08232 32337 111382 


5 


1 . 03692 77551 433700 


6 


1.01734 30619 844491 


7 


1.00834 92773 819227 


8 


1.00407 73561 979443 


9 


1 . 00200 83928 260822 


10 


1.00099 45751 278180 


11 


1.00049 41886 041194 


12 


1.00024 60865 533080 


13 


1.00012 27133 475785 


14 


1.00006 12481 350587 


15 


1.00003 05682 363070 


16 


1 ,00001 52822 594086 


17 


1 . 00000 76371 976379 


18 


.1.00000 38172 932650 



H 


** 


19 


1.09000 19082 127166 


20 


1.00000 09539 620339 


21 


1.00000 04769 329868 


22 


1.00000 02384 505027 


23 


1.00000 0119a 199260 


24 


1.00000 00596 081891 


25 


1.00000 00298 035035 


26 


1.00000 00149 015548 


27 


1.00000 00074 507118 


28 


1 . 00000 00037 253340 


29 


1.00000 00018 626597 


30 


1.00000 00009 313274 


31 


1.00000 00004 656629 


32 


1.00000 00002 328312 


33 


1.00000 00001 164155 


34 


1 . 00000 00000 582077 


35 


1.00000 00000 291038 



1 



IV. Ein sehr bemerkenswerthes Beispiel bietet endlich noch die 
Bestimmung der Summe 

"> k 

wo k eine constante Grösse bezeichnet. Man hat nämlich 

mithin durch (q-1) malige Differenziation 

yft-OOc) = -i(-l)»-« 1.2... (f-1) j— ^ 

Setzt man p = yjjfi -f- k* und & = Aretan — , so ist 

x - k4-\=Q(co$d' - J-l sind) 
x +k{A. = q(co8& + V-T sind) 
und daraus erhält man leicht 



) 



iy ~(x+k>l-i)i 
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y(«-i>(j.) = (,l)f-i l . £ . . (q. 1) *?&- 
oder. weil «och Qsin& — k ist 

y c«-«>(ao = (-iy-M.a.3...( g -i) <w y^; 

Bezeichnen wir mit •$' und #" dasjenige was aus # wird, wenn wir 
w == 6 und jr = a nehmen, so giebt die Formel 7) in § 11. 

x h*(sin*&'$in %»' - iinWsin 23") 
--5-»i jf = — 

h*(sin*&'sinid' - süt«$"«»4#") 



+ -W 



3 



*« 



, (-1 )» ' h^Hn*&$in2nd'-iik*& i 9ii&i&») 



2» ^ lc* 

+ R 

wobei der Rest R einen Bruchtheil des letzten Gliedes ausmacht 
Nehmen wir A = 1, 6 gleich einer ganzen positiven Zahl m, a = 
und setzen das Aggregat aller nur von a und nicht von b abhängigen 
Glieder = K, so wird 



= JST + Ircfan -r- -4- -y^-- — r 



(-1)» <tn 2,, ^ / <m 2ny 

2n * , ~ 1 ** 



+ W ^ ^ ™— + * 



wo wieder Ä' einen ' aliquoten Theil des letzten Reihengliedes aus- 
macht. Um K zu finden, lassen wir tu ins Unendliche wachsen und 
haben dann 

X "*" k 2 + l 2 *~ it* + 2 2 "*" "■ ,n ,w ^ Ä * "** "2" 
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je 

weil in diesem Falle &' s Arctan — in Null übergeht. Die Summe 

w 

der vorstehenden unendlichen Reihe ist aber leicht zu finden, wenn 

man in der bekannten Gleichung 

12« 2u 2u 

COt H es j- 



u = knV-l setzt. Man erhält so 

nr e**, + e-** _ 1 k k 

2 «**-*-** 2* 1* + ** + 2»+** + 

und mithin durch Yergleichung mit den Vorigen 

" 2 e**_«-** 2*" 2 e u;r -l 2*' 

Substituten wir dies in das Vorhergehende, schreiben p für m und & 
für &* , so dass also 

# = ircfan — und Arctan -f- =c — # 

ist, so gelangen wir zu der eleganten Formel 

1 k k *- 



Ar ' k*+l* ^ fc*+2* ^ "• T fc«4-(p-i)2 

= 2* + <.»*_! + \T"*) 

1D rf»ty«t»2£ , ln sin 4 & sin ^ 
- **i p + ^B t p 



• • • 



. (-Dl » 9in**#sin2 *& . _ 
2n 2 *~ l **» ' - 

wo der Rest wieder einen aliquoten Theil des letzten Reihengliedes 
ausmacht. 

$♦ 13. 

Dlffresston ttber die nJUterungaweiae Berechnung 

be»tlnunter Integrale. 

Die Formeln des vorletzten Paragraphen sind ausser ihrer Be- 
deutung für die umgekehrte Differenzenrechnung auch noch für die 
Integralrechnung von Wichtigkeit. Da sie nämlich einen Zusammen- 
hang zwischen der bestimmten Summe und dem bestimmten Integrale 

10 
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Sq>(x) und / g>(x)dx 

angeben, so kann man ebensowohl jene durch dieses ausdrücken, als 
auch umgekehrt das bestimmte Integral mit Hülfe der bestimmten 
Summe berechnen. Dies letztere ist in den Fällen von Vortbeil, wo 
man die Summe leicht unmittelbar auffinden kann und in der That 
hat auch diese Bestimmung keine Schwierigkeit, sobald b-a ein Viel- 

Ä— a 

faches von h ausmacht. Nimmt man h = einigermassen klein, 

tn 

so geben schon ein paar Anfangsglieder der halbconvergenten Reihe 

eine bedeutende Aiknfiherung (wie in dem Beispiele für 2 — ) und man 

x 

kann daher näherungsweis 

h2g>(x) = / <p{x)dx - -±-A[<p (6) - y (o)] 



a 



+ 



i^ (> (6) - ?>'(«)] - ] 3^ i |>' "(t) - <p'"(a) 



setzen und hieraus ergiebt sich leicht, weil h ein aliquoter Tlieil von 

b-a , also b = a + mh ist, 

b 
1) / q>(x)dx 



J* 



=» A[4?(«) + 9{a + k) + <p{a + 2k) + ... + <p(a+m-lk) +±fp( a +mk)] 

- H [V <») - 9 '(«>] + ^ (V "(*) - 9>"'(«)] • 

wobei aber vorausgesetzt werden muss, dass q>(x), <p'(x) und (p ot {x) 
innerhalb des Intervalles x = a bis x = ft stetig und endlich blei- 
ben. — Es ist übrigens sehr leicht, der Gleichung 1) eine geome- 
trische Bedeutung abzugewinnen. Werden nämlich in einer durch die 
Gleichung y = q>{x) characterisirten Curve*) die den Abscissen x = 
a und x = b entsprechenden Ordinaten construirt, so schltessen die- 



*) Es ist hierbei immer ei» rccfatwinkJiches Coonttoatensyitem vorausgesetzt» 
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selben mit der Strecke b — a der Abscissenacbse und der Cum 
selbst eine Fläche ein, deren Grösse durch 






<p(x)dx 

ausgedrückt wird. Theilt man ferner die Strecke b-a in m gleiche 
Theile und nennt h einen solchen Theil, so kann man jene Fläche 
leicht in Streifen zerlegen , wenn man durch den Endpunkt jedes Thei- 
les eine Ordinate legt. Um nun vorerst bei einer noch etwas rohen 
Annäherung stehen zu bleiben, sehen wir jeden solchen Streifen als 
Trapez an und dann giebt die Summe ihrer Fliehen einen approxi- 
mativen Wcrth der krummlinig begränzten Fläche. Diese Summe ist: 
i%(<*) + <p(a + Ä)] + \h[q>(a + h) + <p{a + 2A)J + 



• • • 



+ -£-%(« + w-2ä) + q>(a + m-lh)] 



+ -£■%(«!+ ■»-!*)+ 9>(* 4- mh)] 
und sie stimmt mit der in No. 1) vorkommenden Summe überein« 
Die ausserdem auf der rechten Seite der Gleichung 1) befindlichen 
Grössen bilden daher zusammen eine Correktion um die Annäherung 
weiter zu treiben. Um die Brauchbarkeit der Formel an einem Bei- 
spiele zu zeigen, wollen wir das lutegral 

■ 

dx 



1 





auf die angedeutete Weise Berechnen, was zugleich den Grad der Ge- 
nauigkeit der Formel 1) einigermassen erkennen lässt, da der Werth 
des fraglichen Integrales im Voraus bekannt und » -J- n ist Wir 
haben hier a = 0, b = 1 und nehmen m = 4 also h = 4% Die 
auf der rechten Seite von 1) in Klammern stehende Summe ist jetzt 

für <p{x) . Tq ^ 1 ~ 

i ' 1 m * 4. 1 + *_ + J. 1 

t i+(-S-)» + 1 + (+)» + l+O*-)* T+W * ! + <*)* 

= 0,5 + 0,94117647058 + 0,8 + 0,64 + 0,25 
' = 3,13117647058 

10* 
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und der vierte Theil hiervon beträgt 

0,78279411764. 
Zu dieser Summe von Trapezen ist nun die Correktion hinzuzufügen. 
Man findet leicht 

mithin 

9>'(*)-9>'(«) = -|i = - + 

Ber Betrag der Correktion ist mithin 

+ imo • i = 0,00260416666 
4 X . 12 * 

und nach Hinzufügung derselben ergiebt sich der Näherungswert!) 

,7853982843 



/ '-fc- « 



o 

welcher von dem wahren Werth \tx - 0,7853981634 erst in der 
siebenten Decimalstelle differirt. 

Man kann der Gleichung 1) leicht noch eine andere Gestalt geben 
wenn man sie zuvörderst in der Form 

q>(x)dx 

a 

= %(a) + y(a+*) + 9»(« + 2*) -f- ... + 9K«+ m _Täj] 

. + 



J* 



±[ 9 (b) - <? («)]- +/ A j a |> «<#> - foo] 



+ & 



(4- [[«*>-«■>] 



schreibt und darauf q>(x) = t//(x + -£*) setzt Entwickelt man 
tp(x-\--%-h) nach dem Taylorschen Satze und vernachlässigt alle Glie- 
der, welche höhere Potenzen von A enthalten als die vierte, so. treten 
folgende Substitutionen ein 
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, / A \* *"'(*) J I h \« ip""(x} 

+ \2"J Tä^ + \ 2) 1.2.3.4 

T h /** * ti»(6)-V(«) ■ / A\» ^(ft)-V («) 

/y(x)(te = /^tj y v + ("2~) — o — 

+ (t) 172:3 ~"" % + \T) 1.2.3.4 

-*-j>(6) -?(«)] 

= ä^-^+^l 1~" + \2) 1.2 



+ 



A \«ift'"(6)-V"(q) 



-**(4)V ( * ) ~ 9 '' (fl) ] 

= -*(4)><»>-^>]-^t) 



(*I 



1.2.3 



1 

^ '"(&)-ift'"(a) 
2 



+ 



J h \* tf>"\b)- 
&(|) 4 [<(*)-9>'"(«)]= + *(t)*[^«-*"W} 



Ausserdem geht die Summe 

<p(a) + y(a+A) + g>(a + Zh) + .., + g>(a + «i-lA) 

H 2""*) 

über. Nach Vereinigung aller Glieder mit gleichen Potenzen von h er- 
hält man jetzt 



\ i tp(x)dx 



2) 



= A[^(« + -|-A)+V(« + i*)+V(«-feT*) + --- + v(« + — T"*)] 



+ 



£[f (i>-^.)] - $m[r\»)-r'(*)] 
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Auch hier ist die geometrische Bedeutung eine sehr einfache; zerlegt 
man nämlich die durch das bestimmte Integral linker Hand ausge- 
drückte Fliehe wieder in Streifen wie vorhin und sieht jeden Streifen 

h —d 

als ein Rechteck an, welches = h zur Basis und die in der 

m 

Mitte der Grundlinie errichtete Ordinate zur Höhe hat, so giebt die 

Rechtecksumme 

htpia + ^h) + hif>(a + $h) + hxp(a + -|-A) + ... +tpla + -^~M 

einen Näherungswert für unsere Fläche. Da nun die genannte Recht- 
eckssumme auch in der Formel 2) vorkommt, so ersieht man, dass 
die letztere auf ähnliche Weise durch Rechtecke wie die Formel 1) 
durch Trapeze die Annäherung bewerkstelligt. Nehmen wir beispiel- 
weis wie vorhin a =■ 0, * = 1, m .= 4 

so wird A = -£• und die rechte Seite der Gleichung 2) geht über in 



oder 



16 ,16 16 16 _ 1 A 

65 + 73 + 89 + HF 16.24 * * 

0,24615 38461 5 
0,21917 80821 9 
0,17977 52808 9 
0,14159 29203 5 



0,78670 01295 8 
— 0,00130 20833 3 



0,78539 80462 5 
was von dem wahren Werth \it erst in der siebenten Decimalstelle 
abweicht. Wäre der Betrag des Integrales im Voraus nicht bekannt 
gewesen, so hätte man doch aus der Vergleichung der nach den bei- 
den verschiedenen Methoden erhaltenen Zahlen werthe 

0,78539 82843 

0,78539 80463 
den Schluss ziehen können, dass auf sechs Dezimalstellen genau der 
Werth des gesuchten Integrales « 0,785399 sei. Ueberhaupt wird 
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man immer wohl thun, den Werth eines unbekannten Integrales nach 
zwei verschiedenen Methoden zu berechnen , weil man ausserdem nicht 
angeben kann , auf wie viel Dezimaktellen das gefundene Resultat rich- 
tig ist; ohne Kenntnis« aber des Grades der Annäherung haben Zah- 
lenangaben nur sehr untergeordneten Werth. 



§♦ 14. 

Einfache Sununirung durch <tu*dr*turen« 

Eine der brauchbarsten Darstellungen von 2g>(x) besteht darin, 
dass man diese unbekannte Summe in ein einfaches bestimmtes Inte- 
gral (Quadratur) verwandelt, worin x als willkürliche Constaute er- 
scheint Diese Ausdrucksweise ist besonders deswegen von Nutzen, 
weil sie die gesuchte Summe in einer geschlossenen Form giebt, 
wodurch weitere Untersuchungen jedenfalls bequemer werden, als 
wenn man 2q>(x) in eine unendliche Reihe aufgelöst hatte. Der Ent- 
wickelung dieser merkwürdigen Resultate müssen wir aber erst die 
Ableitung zweier bestimmten Integrale vorausschicken. 

I. Es sei zunächst der Werth des Integrales 



1) S 



-f 



e 2 *'— 1 
o 

worin s eine ganze positive von Null verschiedene Zahl bedeutet, zu 
ermitteln. — Beachtet man, dass 

ist und wandet auf den rechts stehenden Bruch die Formel 

1 = 1 + x + x* + ... + &~ % + * 



1-x " 1-x 

an, so erhält man ohne Mühe für x = e~ 2nt 

' i 



e *r«_! 



■Un< 



— g-tJtt + g-*nt + g-tTit + <>i#> f-Unt + m tr %ni 



IM 

oder durch Transposition des Restes 

1 * t -um 



Multiplizirt man diese Gleichung mit t^^dt und integrirt darauf al- 
lerseits zwischen den Gränzen t =» und I = od, so wird 






o _ o 



y»0D /"»OD 

= / i*-V*»* + ft*- t <r*'«dt + 



+ f< 



00 





wobei links das erste Integral es 5 ist und alle Integrationen auf der 
rechten Seite mit Hülfe der bekannten Formel 



S> 



;v** = 1 - 2 - 8 -^- 1) 





ausgeführt werden können. Es ergiebt sich so 






2) S — f -^ — r r*«« 
_ 1.2.3...(2<-1) r 1 . 1 . 1 .In 



(2*) ! 



jir + "2»T + ^jiT + ••• + ^J 

Ueber das links vorkommende Integral bemerken wir Folgendes. Der 
Ausdruck 

kann zwischen den Gränzen t == bis t = od nicht unendlich wer- 
den; denn hierzu wäre nöthig, dass entweder sein Nenner = oder 
sein Zähler unendlich wurde. Der erste dieser beiden Fälle tritt nun 
allerdings für t = ein, aber dann verschwindet auch der Zähler 
und man findet nach den gewöhnlichen Methoden zur Bestimmung des 
wahren Werthes unbestimmt scheinender Brüche, dass für t = 
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= 1 ist für f = 1 



e*"*— 1 

und = für jedes« > 1« 

Im andern Falle, wo t 2 *—* unendlich werden soll, kann nur t = oo 
sein und jetzt wird der Nenner ebenfalls unendlich und man findet 
leicht, dass für l = oo 

— = 

#"<— 1 

wird. Da nun unser in Rede stehender Bruch selbst in den ungün- 
stigsten Fällen nicht unendlich wird, so folgt, dass er innerhalb der 

» 

Gränzen f = bis f = oo stets endlich bleibt und dass mithin auch 
sein Maximum A und sein Minimum B, welche er während jenes In- 
tervalle* erreichen kann, endliche bestimmte Grössen sind. Es ist 
also Tür jedes f von t = bis t = oo 

^ 1 "positiv 

e a *<— 1 F 

B — *m—l nc 8 ativ 
und da m* 1 *' innerhalb jenes Intervalles positiv bleibt auch 

r-2nnt v> 



\ e 2 "<— 1 ) 

\ e**'— 1 / 



e-vtt > o 



hieraus folgt augenblicklich nach dem Satze, dass wenn xp(t) innerhalb 
des Intervalles t = a bis t — /S'sein Zeichen nicht ändert 1 , auch 

tff(t)dt 



t/V 



a 

dasselbe Vorzeichen wie \p(t) besitzt, 

OD 

Ä ^ — -1 «-***'* > 

ao 

B - — - | e~* n7tt dt 
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und durch Integration der einzelnen Tbeile Qiesst hieraus die Un- 
gleichung 






i 









2*7* ^ ^ e«*« — 1 2»7T 



Lassen wir die noch unbestimmte ganze Zahl n ins Unendliche wach- 
sen und beachten , dass A und B von n unabhängige Grössen sind, 

AB 
so folgt lim TT — es lfm — — =: und mithip auch 

° 2n7l 2fl7T 



10» / 

,y e**<— 1 



Itt» / - 6~2»^A =0 , n == od. 



Dieses Resultat lässt sich mit Vortheil für die Gleichung 2) benutzen; 

gehen wir nämlich auch in dieser zur Gränze für unendlich wachsende 

n über, so wird 
- 1.2. ..(&-!) |- 1 ,1,1, . w 

5 = (2^ LT* + 2^ + •* + ' '" m f ' 

d. i. nach einer sehr bekannten Summenformel 

5 = * 27 **-* 

und vermöge des ursprünglichen Werthea von 5 haben wir nun die 
Integralformel 

ao 



i)2 f 



t*—*dt 1 

= TT- B, 







worin B 18 - t die « tc Bernoullische Zahl bezeichnet 

II. Mittelst der so eben entwickelten Gleichung ist es sehr leicht, 
den Werth des Ausdruckes 



4, F. 1 + 2 f™«»»'*' 

V J &nt — 1 





aufzufinden. Dann setzt man statt sinvt die bekannte stets conver- 
gente Reihe, so wird 
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V — i -f. 2 / W __ »y , «'<* ) tff 

• *>J (T 1.2.3 + 1.2.. 5 'iefc.«—! 

v + 1 < "V «»^—l 1.2.3 / «i*«_ l 

+ 1.2..5 -^/ e te«_i 

d. i. wenn man alle Integrationen auf der rechten Seite mit Hülfe der 
Formel 3) für « = 1, 2, 3, ... ausführt 

; v ^ 1.2 1.2.3.4 T 1.2. .6 

Nimmt man dagegen in der bekannten Gleichung 

„«»„«_ ^ 12 1>2 .3.4 1.2. .6 
m = vyj - 1, so ergiebt sieh nach beiderseitiger Multiplikation mit /^T 

j_ gy' +<— !•* _ 1 V _ V* , B t t>» 

a ' ei»— e— & ~~ ° 4 - 2 "" lä.3.4 + 1.2. .6 ~~ "•• 

mithin durch Vergleichung mit 5) 

K ~ »•**._«-*. -T'^-l ~ * + «»-1. 

Substituirt man für V den ursprünglichen in ,No. 4) verzeichneten 
Ausdruck, so folgt aus dem Vorstehenden die Gleichung 

«) tzt - -t - ■■■ + v >rzr- 

o 
von der wir gleich nachher Gebrauch machen werden. 

III. Der Werth des bestimmten Integrales 

e*Y(ti) du 



ß 



ist offenbar nur von a , b und x abhängig und bildet daher irgend 
eine Funktion von x; setzen wir nun 
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7) /««"/(«)(*« = y(x) 



») 

a 

so lässt sich für jede auf diese Weise entstandene Funktion <p(x) 
leicht ein einfaches bestimmtes Integral angeben, wodurch man den 
Werth Ton 2q>(x) erhält« Zunächst igt leicht die Richtigkeit der 
Gleichung 

2q>(x) = 2 I eF*f(u)iu = / 2(fi**)f(u)du 

a a 

einzusehen*), aus welcher man vermöge des bekannten Werthes Ton 
5(«"*) sogleich erhält 



2<p(x) = / eto _ 1 f(u)du. 



a 

Nach Formel 6) ist aber andererseits 

1 _ JL _ o. -l 2 r ™*tnhutdt 
«*— 1 *~ hu » + J e**t—l 

und durch Substitution dieses Ausdrucks 



*) Setzt man nämlich vor der Hand noch unbestimmt 



2q>(x) = /lp(x)f(u)du 



a 
und nimmt jlavon die Differenz, so ist 



A2g>(x) = I ip(* + h)f(u)du — I ip(ai)f(u)du 

= / jv(* + *) — v<*)w«)*» 

a 

qp(a;) = / A^(«M«*)du 

und wenn man dies mit No. 7. vergleicht, so folgt Atff(x) sc c**, mithin V( aJ ) 
(Ä**) wie im Texte behauptet wurde« • • 



oder kürzer 



1S7 



*» -A*|b - * + *f "-^fi 



d. i. 



8) 2p(») = \ f £/w a» - -r /^/W* 



• o /!£/* u f*™ iinhut dt 
+ 2j *»f(»)duj --^-^ 



a ~ 

Der Werth des ersten Integrales ist leicht zu finden; denn setzen wir 



/ 



b e xu 

~ f(*)du = y 



so ergiebt sich durch Differenziation nach x 

e**f(u)d% 



ß 



u)du = -f- 
dx 



a 

wobei die linke Seite == g>(x) ist nach No. 7); aus tp(x) = 
-^ folgt jetzt 



= l<p(P 



)dx + C 

Benutzen wir dies und die Gleichung 7) unmittelbar, so geht die For- 
mel 8) in die folgende über 

9)2<p{x) = Y /*»>**-*»« + * /^f^^^^Z^+ C 

wo es noch auf die Reduktion des Doppeliategrales rechts ankommt 
Da der Ausdruck 

immer endlich und stetig bleibt, welches Paar spezieller Wertlie für 
ii und t man auch aus den Intervallen u = a bis « = b und t = o 
bis t = od herausgreifen möge, vorausgesetzt, dass f(u) während des 
Intervalles « a= a bis u = * weder unendlich noch diskontinuklicli 
wird, so ist es erlaubt, in dem fraglichen Doppelintegrale die Integra- 
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tiouen in umgekehrter Ordnung vorzunehmen und es also in der 
neuen Form 



/od dt r*b 

e%7lt _ L /e**$inhtuf(u)du 



o 

darzustellen. Die Integration in Beziehung auf u ist hier sehr leicht 
auszuführen ; denn man hat für V - 1 = i 

I e?*sinhtuf(u)du 
* 

= / *** 2i = "2T \J • ft ** 1 ^«)*' 

a a 

d. i. wenn man die Formel 7) berücksichtigt 

Substituten wir diess in 10), so reduzirt sich das in Rede stehende 
Doppelintegral auf ein einfaches und nach No. 9) erhalten 'wir jetzt 
die merkwürdige Formel 



11) 2<p(x) = j /q>(x)dx + C — %<p(x) 






o 



2/^T 



die^ wir zunächst durch einige Beispiele illustriren wollen, 

\ 

Beispiele und Erweiterung des vorigen Theoreme«. 

1 
Die Funktion q>(po) = — gehört unter die grosse Zahl' derjeni- 

geh Funktionen, auf welche sich die Formel 11) im vorigen Paragra- 
phen anwenden lSwt; da nänlich. 



/' 
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1 

e**du = 



x 

— OD 

ist, so erfüllt (f(x) die ihm auferlegte Bedingung. Beachtet man fer- 
ner, dass jetzt unter Voraussetzung eines positiven x 

j <p(x)dx = / — — = Ix + Const. 

y(x + httt-tpix-htfl) = - *?f^ t% 
so führt das Theorem 11) unmittelbar zu der Formel 

,x ^1 _ 1 , x r _ 1 o P™ dt ht 

J; Ä ¥*" * W+ 2x */ e **< — 1 * 2 + A*f 2 • 

Hieraus lässt sich ohne Mühe auch wieder die hftlbconvergente Reihe 

für ^ — ' ableiten, was um so weniger überflüssig ist, ab diese Ent- 
x 

V 

Wickelung viel Licht auf die Theorie jener Reihen wirft. Schreibt 
man nämlich die Gleichling 1) in der Form 

1 Ix . „ 1 ^ f % ™ dt x 



x h 2x 



i r 



2) 2—= — + C a _ _ , ._. . , 



™*+(Z] 



so liegt der Gedanke sehr nahe, das Integral auf der rechten Seite 
dadurch au verwertfaen, dass man den Bruch 

x 



!■+ 



w 



in eine Reihe verwandelt, und darauf die einzelnen Glieder derselben 

dt 
nach Multiplikation mit — integrirt. Man kann aber die frag- 

liehe Reihe nicht ins Unendliche gehen lassen, weil die bekannte 
Formel 

— — = . ssv — v 3 + v* — « 7 + .... in inf. 
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ein Seht gebrochenes v voraussetzt, was hier wo v = — zu setzen 

wäre, wegen des Intenralles f = bis < = ao nicht zu erlangen ist. 
Man muss sich daher mit der Verwandlung in eine endliche Reihe 
begnügen, indem man die Formel 

— ?-^ = v — »» 4- o s — v 1 + + (— ip**—* 

1 + »* 



in Anwendung bringt, die für jedes beliebige v richtig bleibt Man 

findet so ohne Mühe: 

ht ' 

** / e*»<— 1 ** ./ e*»— 1 *V ./ t x *-r-\ 
*^» *^o "» 

+ (— i)"^! 2 / — i — 



• « 



• • • • 



~0 

+ (— l)»+t__ 2 I ____ _____ 

und durch Ausführung der einzelnen Integrationen rechts nach For- 
mel 3) im 6. 14 

ht 



"U 



"* ¥ 



e >*« , , i.« 



1 1+ (D 



,,.. (-1)» ,„ *^-* 



+ (-1)-+. ü__- 2 f ***** 1 



*V • 



1« 

Da nun ferner — j das Maximum von — t , , n innerhalb des Inter- 
valles t « bis t = oo darstellt, also 

ist und ausserdem der Faktor während desselben Intervalles 

e*"'— 1 

sein Vorzeichen nicht ändert, so ist 



d. i. 



2 r ™* 7 - 1 * i r2 /° 

/ e™— 1 »*+*%■ ^ / 
« e 

J e * nt — l 






il 1 

und mithin dürfen wir das Integral =■ 5- #•*- 1 — setzen , wo l 

einen positiven ächten Bruch bezeichnet. Substituten wir dies in 3) 
und die so entstehende Gleichung in No. 2), so gelangen wir zu der 
Formel N 

y 1 _ te o. r l 1. ' , i. *' 

'•' " 1 ~ 2n-2 * H "' <r*»-* "*" ~2n~ 1 "~ t "i 5 ^ 
Hieraus ergiebt sich endlich durch Addition der identischen Gleichung 

u = "fcT **-• ~1& 2T **— • ~^~ 

für 1 — K = £, wo p positiv Seht gebrochen ist 

4) *« ~ T + ° ~ 25 - T *' ^ + T * s ^ " •- 

, (-1)" „ A«- 1 , (-D"g „ *»— * 
•V + "2n" *" _l "äfST" "+■ 2» ^ "55T". 

Dieses. Resultat stimmt vorkommen mit dem in §. 12.11. verzeichneten 
zusammen und man erhält das letztere daraus, indem man # *= 6, 
x ?= a setzt und nach geschehener Subtraktion mit A muttiplizirt. 

11 
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Zugleich hat man aber den Vortheil, den innern Grund der nicht 
durchgängigen Convergenz der Reihe zu erkennen, indem das Integral 

x 7 * J e 17r «~ 1 ** + **** 

welches den Rest der Reihe bildet, für unendlich wachsende n sich 
nicht der Gränze Null nähert, sondern im Gegenlheile unendlich 
wächst, obschon es anfangs abnimmt. 

II. 'Nimgtt m*n das Integral vo* e**du wischen den Gränzen 

u = 1 und H = — ao, so wird 

i 



/ 



e**du = — 
x 



-QD 



und hieraus .geht hervor, dass man q>(.r) = — setzen darf. Diess 



giebt 



/' 




gp(a;)djf «w / — <te *s If«) 4- C<wtf 



wo U den Integrallogarithmus bezeichnet; ferner ist für V-l = * 

855 r — 2T— - * *— i V+w 

x sinkt — htcosht 

= ** + *M * • ■• 

Mittelst dieser Substitutionen erhält man aus der Formel 11) in §. 14 



5)J5=-1- **) + *-£ 



1 ^/ e 2 *'— 1 a* 



— htcosht 
+ h 2 t* 



III. Da in der ganzen Ableitung unseres Theoremes 11) in §.14 
durchaus nicht* lfegt, was uns nftthtgte, den Grössen a, b und f{%) 
nur reelle Werthe beizulegen, so sind wir berechtigt, dasselbe «ich 
•uf piche Punktionen <p(x) auszudehnen, welche ihre Entstehung 



IM 

der Integration einer imaginären Funktion /"(«) zwischen imaginären 
Gränzen a und 6 verdanken. So nt z. B. for a = — *', b c= +. i, 

A«) = ^« wo ' = V-^ 



1 /^' I 



2l 9 

— t 

und daher muss unser Theorem auch für diese Funktion gelten. 
Diese Bemerkung ist deswegen von bedeutendem Gewicht, weil sich 
mit ihrer Hülfe zeigen lässt, dass jenes Theorem ganz allgemein 
für jede Funktion cp(x) gilt, wenn nur x kehl* solchen spetiellen 
Werthe erhält, dass q>(x) dadurch unendlich würde. Hierzu bedarf 
es nur des -Nachweises , dass jede Funktion q>{w) unter die Form 



ie**f(u)du 



gebracht werden kann. Setzt man tom a «r .— oo,t, b == + «ruM 



-ß 



«) m . • / rfo **%£* dt 



so wird 



* » 

«~/(«)d« = * /«-du yf 9(0 ^— A. 

Nimmt man hier u = t>t , wo ü eine neue Variable bezeichnet, so 
wird du — idv; an die Stelle der fr ü heren fofrwgleiclmnge» u = 
— oot und u = aot* treten die neuen t* ä ~ odi uifd t?t = aof 
d. i. n = — od und v » ao , und stmit geht das obige Doppelin- 
tegral in das folgende über 

i r™ /v 

— # «»'Vto / g>(t)eo$vt dt 

i r™ r* 

= — I cosxvdv I <p(t)co$tttdt 

— «> * 

11 ♦ 
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+ 



— / tinxvdv I <p(t)tot vt dt. 



-OD « 

Denkt man sich jedes der beiden in Bezug auf v genommenen Inte- 
grale in zwei andere von v = bis v =* -f- x . und von v = 
bis v = — qd zerlegt, und berücksichtigt, dass der Ausdruck 
cos xv costv die Eigenschaft tp( — v) = xp{v) , dagegen sin xv cos tv die Ei- 
genschaft t/>( — v) = — i/>(t>) besitzt, so erkennt man leicht die Rich- 
tigkeit der Gleichungen 

— / cosxvdv / <p(4)cosvtdt= — # co*ort> dt; / tp(t) cosvtdt 

- OD « * « • • * 



— I sinxvdv I q>{t) cosvtdt = 0. 



Der Werth des ersten Integrales ist aber dem Theoreme von Fourier 
zufolge *) = g>(x},- wobei er und ß ganz beliebige positive Grössen 
sein können und nur vorausgesetzt wird, dass x zwischen a und ß 
liege und für kein derartiges x die Funktion <p(x) unendlich werde. 
Bleibt daher <p(x) endlich für alle x von x = a bis x -= ß, so 
kann man die Gleichung 

<p{x) == / eP*f(u) du 




behaupten und sie «u einer identischen machen, indem man die für 
«, b und /^u) angegebenen Substitutionen vornimmt. Die Formel 11) 
in §. 14 bildet mit dieser Erweiterung die allgemeinste der ein- 
fachen Summenforroel, die nur verlangt werden kann und bietet 
zugleich den grossen Vortheil dar, direkt .diejenigen Operationen 
aufzuzeigen, mittelst deren 2q>(x) aus q>(x) .abgeleitet wird. Das bis- 
herige Verfahren nämlich, um die verschiedenen Punktionen mit end- 
lichen Differenzen zu integriren, war ein durchaus indirektes, indem 



*) Eine ausführliche Darstellung der . mit diesem wichtigen Satze zusammen- 
hangeadea Lehren findet man in des Verf. „Analytischen Studien II. u 
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man nur dadurch zu der Lösung einer Aufgabe kam, dass man sie 
auf mehrere andere bereits gelöste zurückführte, womit sich zuletzt 
Alles auf wenige Grundformeln reduzirte, welche man durch Umkeh- 
rung der einfachsten Differenzenformeln erhalten hatte. 

$♦ 16. 

Reduktion vielfacher Snnunen auf einfache fresttmnito 

Integrale* 

: ■ • • • • * • ■ i~ 

Die. Methode;, welche in §« 14 zur Kenntnis» v«n 2f(x) führte* 
lasst sich ohne grosse Mühe auch zur Bestimmung der vielfachen 
Summe 2 n ^(pix) anwenden, wo u eine ganze positive Zahl bezeichnet. 
Denn aus 

t) 9 (x) = i*»m 



= /«TW 



folgt» indem man mehrmals hinter einander die Summe nimmt, 

a n 

wo es nun darauf ankommt, den Faktor 

1 

in ein bestimmtes Integral zu verwandeln, 04 wie es in §. 14 für 
» = 1 schon geschehen ist.' Man . gelangt hierzu durch folgende Be-. 
trachtungen« Bezeichnet man den » len Differenzialquotienten von xf)(z) 
mit D*ilK%)> So fc» der Satz*): x " 



■ * 



*) Ueber die Abteilung dieser ?•» JfaJmtten gefundenen Formel sehe man des 
Verf. Handbuch der Diflerenzialrecbnung S. fOl. Formet 8, 
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oder für — - — =- = Z 
«* — l 

3) (— l)«-*0*-'Z 

%-\ n-l n-1 »-1 

= /,£.+ J,Z* + J t 2* + ... + J,2» 
wobei die mit J bezeichneten Coeffizienten mittelst der Forme] 

X = p m — (p-h m (p -ih+ip-*p<r-i)i— (p-3)»(p-D,+... 

bestimmt werden. Verwundern wir:««» jeden in der Reiht 

» 

Ä § Z + Ü^DZ + A t D*Z + ... + An-tD*- x Z 
vorkommenden Differenzialqnotienten nach dem Schema 3) und lassen 

n n * 

die hier vorkommenden Grössen A^, A f , .... Ä n _ t vor der Hand noch 
unbestimmt, so erhalten wir 

\z + \m + 1 s d 2 z + ... + ViB*- 1 * 

» 

= i,Z 

» \ l ■ K \ 
— A t \J t Z + J,Z»i 

+ A t {jpg + /,z» + j,2>; 

— i, Jj.z + j,z» + j»f* + / 4 z»l 
+ 

»der geordnet : «*di PWtttfeeftj von Z 

= U - V, 4- Vi - .. + <^lAW,j.Z 

- JV, - iA + V» '—„'>' • r '+"(*- 1 >"^ l »-Si * 

+ {Vi:- V, .+ , db (-1)"-%^,; z» 



f — "« 



!» n-2 ii n-l 



+ (-D-M*^,Z\ 



♦ . 



»' 
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Setzt man nun die Cocftizienten von Z, Z 1 , Z ? , .'.. Z*- 1 säpimüich 

= und 

* »-i 

>W* = 1 
so bat man n Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung der bisher 

n n % n 

noch unbestimmt gelassenen n Coefüzienten A %9k A i . A 2 , ... A f ^ x und 
für die so erhaltenen Werthfc dieser Grössen gilt nun die Gleichung 

t 

4) i,Z + i,DZ + A 2 D 2 Z + ..,. + ^D^'Z 

== (— 1/^Z*. 

Nach Formel 6) in §. 14 hat man ferner wegen — — =-■ = Z 

c ■ J. 



f i 

und hieraus ergiebt sich durch successive partielle Differenziationeu in 
Beziehung wf«, 

j Z ^ — -4-4-2 /? "»»««• 
* J ew—l 

" p . r , + "ljL-a /^ <P ^»»* 

o 
" 1:2.3 > fVflmzidt 

o 



und wenn man dies Alle» m Aie Gleichung 4) substituirt, so verwan- 
delt sich die letztere in ■ 

(-i)»-^= -£4, + .X-j- - i \? + i-a-^p+ 



> i 



/ 



.... -f ( — l)»- 1 ! . 2 . . (n- l)^»-i 1 



% 



n 



,*' + ; i« 4 - j 
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■r 





hier wollen wir zur Abkürzung 1.2.3...m mit m' bezeichnen 

5) A — i' a + i' 4 — i' f + ••• =» T § 

6) \t— A s t* + il 5 — Afi + .,..= J t 

setzen und die ganze Gleichung mit ( — l)*— 1 multipliziren. Vermöge 

« 

des Werthes von Z wird dann 

1 

(«* — 1)« 

= (n-ir^i- (n-iyX^-^j- + .... + (-1)»1*4,^ 



z 



n 1 /_1»» 



+ (-1)^2 r ***«* r. + (-i)-* f ™«*** Ti 



o 

* 1 



wobei wir um grösserer Symmetrie willen ( — l)*- 1 !)'^ — für 

% 

* 1 
(-1)*-*^ — schreiben werden, indem wir unter dem Symbole 0* die positive 

Einheit verstehen. Setzen wir* = hu, multipliziren mit e**f(u)du 
und integriren darauf zwischen den Gränzen u = a und u = b, so 



wird 






a 



(h-2V »" Z^l 



« » 



+ 

, (-D—W » Z^l _„ ,. 

+ -£!£- i 




16t 



+ (-1)- 



a 

+ (-i,-«2 Je»mdu I -——T t . 

' 9 

Die einfachen Integrale, welche auf der rechten Seite vorkommen, 
stehen unter der gemeinschaftlichen Form 



J un 



n , 

worin y den noch unbekannten Werth bezeichnet. Man hat aber 

d m y P h 

jJL « / e-An) du d. i. = <*>(*> 

und mithin 

Cm) 



-/' 



Für das erste Doppelintegral in 7) kann man auch, abgesehen vom 
Coeffizienten, schreiben 






^ a 

OD 



tf 



j**ir-l e 2t ~" 

und ganz ähnlich für das zweite 

• • , a 

/ m dt g>(x+hti) + <p(<B—hti) 

e 1 *'— 1 * 2 

/wobei t = f^T i st - Nach aUen diesen Substitutionen erhält man aus 
No. 7) 

f(u) du 



ß 



(«*•— 1)" 



(n-lY • 



17« 



» /°(«0 (n-2V » /-»(»-1J 



■/-■ 




\n n 






>ß 



Nach Formel 2) ist dies zugleich der Werth von 2t*)g>(x) ; fugen wir 
zur Complettirung desselben noch den aus n willkührlichen Constan- 
ten gebildeten Ausdruck 

C + C g w + C& % + •••• + C^a^- 1 
hinzu, so erhalten wir die allgemeinste Summenformel: 

8) ^»tyC*) = l ". 4»-! / «)P^)<<x» 

- ' (w . 2 )' V /»fr-«* 



'/ 





+ <7 + Ci'a; -f C 2 x a +"— • + G.-^-V 

2 i 

Nehmen wir beispielweis » = 2, s& sifld 4q und 4, aus den Glei- 

chungen ' 

'2 2 1 '2 1 

II 2 2- 

zu bestimmen \ da J| = 1 , J 2 = 1 ist, so folgt ^ al,i, = l, 
und mithin *■• »-.\ , 
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= p / /<p(x)dx* — y / 9>( x ) *" + hp(*) 

° 

S ) U V f ^ 1 l II I ii I ■ im i ■ i " i .1 . ■* I» i i » 

1 
In der Anwendung auf die spezielle Funktion q>(x) =■ — giebt dies 

du 

sehr einfach 

vv_L _ «(to-1) _ ir , J_ 

*** a? ~. A 1 Ä 1 "•" 2» 

wobei man , wie in §. 15 , I. leicht eine halbcopvergente Reibe für das 
Integral suhstituiren könnte* Der, vorteilhafte Gebrauch der allge- 
meinen Form«l 8) fcrheüt hieraus von selbst urid an Öeispiden dazu 
wird es nicht fehlen, da die Funktion q>(x) nur d»r Bedingung, «ad-* 

lieh zu bleiben, unterworfen ist.» 

» > > 

n n n 

Für die Berechnung der Coeifizienten Ä % , A i9 A 2 etc. verdient noch 
der Umstand hervorgehoben zu werden, dass man statt der indepen- 
denten Bestimmungsweise auch eine rekursive anwenden kann, die viel 
bequemer ist« Differenzirt man nämlich die Gleichung 4) d. i. 



9) 



(*•— ly 



n 



_ At e'-l 



i r + ; B (_L r ) + j, i „(_i_) 



n 
... -f- A 



und berücksichtigt, dass 

j(-lf' )_ (.l)W _' (-1)« (-!?*» 

.. *(«*- 1)" ) ~ («»rl)"* 1 (e?-l}«+* •(•*-*)• ■ • 

ist, so. wird zuniohst • • • i . 
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(-1)"» , (-1)»» 
+ 



(e*-l)"+* ' (e*-l)" 

Hier kann man das zweite Glied der linken Seite nach Formel 9) in 
eine Reihe verwandeln und wenn man nach Transposition derselben 
mit n dividirt, so wird 

(-1)" 



(e'-l)»+* 



M 

= JL 



+ (J, + t^H^t) + 

Vergleicht man dies' mit demjenigen, was aus der Gleichung 9) her- 
vorgeht, wenn man in ihr n + 1 an die Stelle von n setzt» so erge- 
ben sich die Relationen 

A* = A , A\ = A t + — A% , A % sc 4% + —Ai , . . . • 
überhaupt für p>0, 



»-»-1 » i * 

10) A p = A p + —4^. 



Setzt man weiter 



n 



^ " 1.2.3. .(»-!) *" 



wo JT P ein noch näher zu bestimmender (Koeffizient ist, so geht die 
vorige Beziehung in die folgende über 

n+l n ii 

11) J^»«-.m*ii.+ J^_,. . 

l 

Dieselbe Relation findet aber auch zwischen den Coetözienten K in 
der Reibe 

ti(w + l)(ti + 2)...(ti + »-l) = K t u + K 2 u* .+ .,.. + Kj* 
statt, wie man sogleich erkennen wird, wenn man die vorstehende 
Gleichung mit n + u miiltiplizirt und dies ' mit Demjenigen vergleicht, 
was entsteht, wenn man in ihr n -f~ 1 für * sufatituül. Es sind 
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daher die Coeffizienten K identisch mit den Facultätencoeffizienten und 
die Formel 11) führt nun leicht zu der Tabelle 



n 


1 


2 


3 


4 


6 


6 


7 


*i 


1 


1 


2 


6 


24 


120 


720 


** 




1 


3 


11 


50 


274 


1764 


K* 






1 


6 


35 


225 


1624 


** 








1 


10 


85 


735 


K t 










1 


15 


175 


** 








1 




1 


21 


Ki 








1 

i 
i 






1 



Dividirt man die Zahlen der zweiten Vertikalreihe durch 1, die der 
dritten durch 1.2, die der vierten durch 1.2.3 etc., so ergiebt sich 
hieraus die Tabelle der Coeffizienten A nämlich 



n 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 1 


i. 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


*i 




1 


s 
* 


• 


26 
1*2 




147 


** 






i 
s 


1 


36 
24 


l» 


203 
180 


*t 








i 

6 


Ä 


17 

55 


3 


A* 










1 

33 


* 


& 


A t 












l 
T3o" 


7 

337 


A, 














l 
735 



welche man mit Hälfe der unter No. 10) verzeichneten Rekursionsfor- 
mel leicht fortsetzen kann. 



\ l 



. • • » I 



Dritter Theil. 



DUferenzenglelcluiiigeii 



Allgemeine Begriffe« 

Nicht immer sind, wie in dem vorigen Theile, die Differenzen 
der Funktionen unmittelbar gegeben, so dass es nur einer endlichen 
Integration bedarf, um von den Differenzen zu den Funktionen selbst 
zu gelangen; im Gegentheile liegt oft nur eine Relation zwischen der 
Funktion und ihren Differenzen mit der Aufgabe vor, aus dieser Be- 
ziehung die Natur der Funktion zu bestimmen. So ist z. B. unmit- 
telbar einleuchtend, dass die Gleichung 

Jy = F y oder y ~ Ü Jy ~ ° 

nicht für jedes beliebige x und y, sondern nur dann bestehen kann, 
wenn y eine gewisse noch unbekannte Funktion von x ausmacht; 
diese Funktion wäre in dem vorliegenden Falle leicht zu errathen, sie 
ist nämlich y = x(x -f k) , wovon man sich a posteriori leicht über- 
zeugen kann, es versteht sich aber von selbst, dass die Wissenschaft 
sich nicht auf ein Rathen oder Probiren einlassen darf, sondern statt 
dessen ein geordnetes Verfahren zur Auflösung derartiger Aufgaben zu 
substituiren hat. Gleichungen von der obigen Form, deren allgemei- 
nes Schema 

1) 0(y , Jy , J 2 y , .... J*y) = 
darstellt, nennt man Differenzengleichungen, diejenige Funk- 
tion y = fix), welche die Gleichung erfüllt, das Integral der 
Differenzengleichung und das Verfahren, wodurch man zur Auf- 
lösung der Gleichung, d. h. zur Kenntniss von f(x) gelangt, die In- 
tegration der Differenzengleichung. Die verschiedenen Mittel 
nun auseinander zu setzen , durch welche man die Integration der man- 

12 
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nichfaltigen Differenzengleichungen bewerkstelligt, ist der Zweck dieses 
dritten und letzten Theiles der Lehre von den Differenzen und Summen. 

Zunächst verdient die Bemerkung beachtet zu werden, dass man 
aus der Gleichung 1) die Differenzen Jy , J 2 y , J*y , . . . wegschaf- 
fen kann, indem man sich errinnert, dass 

J y = Vi — y > 

J*y = y 2 — 2y, -f y , 

> 

J*y = y* — .*ä 4- 3 yi — y > 



ist, wobei Wie schon früher y g die Punktion f(x+9k) bezeichnet. 

Die Gleichung 1) nimmt dann die Pörm 

2) V(y , y t , y 2 , y z , .... y n ) = 
an; so z. B. geht unsere beispielweis angeführte Gleichung in 



d. h. 



2A , x+2h 

y t — y = — y oder y t ä — ^— x 



x 



über, aus welcher sieb die unbekannte Funktion y =± f(#) leicht he* 
stimmen lässt. Setzt man nämlich für & der Reihe nach« ,a-\-h, 

«4-2A, ... a + m— *1A, so ergiebt sich die Reihe von Gleichungen 



a + ro + lA 



f(a-f-mA) = ■■ - /(a-f-m— 1A). 

a+w — 1A 

Durch Substitution von jeder Gleichung in die darauf folgende erhält 



man hieraus 



/(.+*) « ±±» a«) 



17» 






/(ö + awA) «t - — l L — — — — -+-* — — -i f\ß) 

1 ' a(a + K)(a + 2h)...(a + m-lh) 

wo sich im letzten Gliede eine bedeutende Hebung vornehmen lässt, 

nach welcher 



*, . t\ (a+-«*)(a+«i*+J) M v 



übrig bleibt. Setzen wir endlich a + mh = a? Und den Constanten 
Faktor 

so ist /fcr) ss Cfc(» +A), womit das Integral unserer Gleichung ge- 
funden ist. Etwas Aehnliches lässt sich mit der Gleichung 2) vor- 
nehmen, wenn man sie so aufgelöst denkt, dass y n auf einer Seite 
allein steht, wodureh man ein Resultat von der Form 

erhält. Man hat dann, wenn der Reihe nach x^h t x + 2h ,x + 3A, ... 
für x gesetzt wird 

y nM == xfj(y t ,y 2 ,y z , y n ) 

Vn+% — My% . y 8 * y« * • ••• y*n) 
y h +s — «My« > y« * y* > -• y**») 

Denkt man sich jede Gleichung in die nächstfolgende substituirt, so 
erhält man die Grössenreihe 

ausgedrückt durch y , y t , y 2 , . . . . y n -^ und das allgemeine Glied die- 
ser Reihe etwa y n +m giebt das Integral unserer Diiäferenzengleichung, 
sobald man sieh für a> -f- (» 4* m )* wieder kw& * geschrieben denkt. 
Dabei bleiben aber die Grössen y>y{, ...yw-i unbestimmt, da sie 
nicht von m abhängen, und bilden ebensoviel, d. h. n, wjllkührKthe 

Constanten. 

12* 
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Bas Integral einer Differenzengleichung enthält also 
so viele willkührliche Constanten,! als der Ordnungsex- 
ponent der höchsten in der Gleichung vorkommenden 
Differenz Einheiten zählt. 

* 

An einer Differenzengleichung unterscheidet man endlich noch die 
Ordnung und den Grad derselben. Ist nämlich die höchste vor- 
kommende Differenz von y die nie, so sagt man, die Gleichung sei von 
der » leD Ordnung; enthält ferner die Funktion G> auch Potenzen oder 
Produkte von y , Jy , J*y etc. und ist m der höchste vorhandene 
Potenzenexponent, so ist m der Grad der Differenzengleichung. So 
ist z. B. die Gleichung xy — J*y = von der 5t«n Ordnung und 
vom ersten Grade, dagegen die Gleichung y 2 -f- (Jy)* = von der 
ersten Ordnung und vom 3t«n Grade. Dasselbe gilt in Bezug auf die 
Gleichung ä), welche, wie leicht zu sehen ist, immer denselben Grad 
und dieselbe Ordnung besitzt, wie die ursprüngliche Gleichung 1)« 

§♦ 1 

Integration der Dürerennengtelelaimgen ersten Grade« 

und erster Ordnung. 

Nach den am Ende des vorigen Paragraphen gemachten Bemer- 
kungen bildet die Gleichung 

P + 99 H- +^9 == ° 
worin p , q ,r entweder constant oder nur von x abhängig sind , das 

allgemeine Schema aller Differenzengleichungen ersten Grades und er- 
ster Ordnung; für Jy == y t — y verwandelt sich dasselbe in 

r-q p 

Vi = - V — — 

T— Q P 

wobei wir zur Abkürzung — - mit P und mit Q bezeichnen. 

T T 

Um aber deutlicher hervorzuheben, da$s iu der Gleichung 

P, Q und y Funktionen von x sind, wollen wir P x , Q x , y z für jene 
Grössen schreiben, so dass z. B. y K der Repräsentant der Gleichung 
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y = f(x) ist; an die Stelle des y t = f(x + h) tritt dann y x +h und 
nun ist 

1) JM-* = f xVx + 0* 
die zu integrirende Differensengleicbung. 

Nehmen wir der Reihe nach x = a, a -f" *> a -f- 2ä, .... 
a-f-ro — 1ä, so entsteht folgende Reibe von Gleichungen 

#»+h = Pay a + Qa 

Jfa+mh = 'a+(m-i )fc!fii+(m-i )fc + Oa+(m-i)fc. 

Durch Substitution jeder Gleichung in die darauf folgende gehen diese 
Gleichungen in die Nachstehenden über 

^«+1* = PaPo+hjfa + Pa+hQa + (?«+* 

00+** = '«'a+fc'fl+^fcjfft + Pa+hP*+ihQ* + '«+!*(?•+* + Oa+jh 

" - • ♦ • » 

deren Bildungsgesetz leicht zu übersehen ist. Man bat nämlich 

ya+mh =5= i > ai > a4*^ > o+jfc*--»«^ > a+(mr-ilhya 

+ Pa+h Pa+ih Po+ m— t)h(?a 

4" 'a+ifc^Vfl* 'a+(m-t)fc(?a+fc 

+ |*<*+(ro— l>(?a+(m— %)h 

d. i. wenn a + mft ;= x und das Consta nte y # = C gesetzt wird, 

-J- Po+fcPo+jh •••• Px—hQa 
+ i*a+ifcl*f3h ft?-*(?a-Hk 
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Hierin ist a nur der einen Bedingung unterworfen , da«» wegen 

a + mh = x der Quotient — r— eine ganze positive Zahl m sein 

muss , sonst aber kann a willkühiiiob gewählt werden. Bezeichnet man 
das aus m Faktoren bestehende Produkt 

P a *a+h «a+2fc • • • • *x—h 

= Fx—h *x— jh *«— zk Px—mh 

m 

zur Abkürzung mit [P«_jJ, so kann man y x unter der kürzeren Form 
3) y x = [P*_*] C + tfV*] ft, + {*»-*] Q*-H + 

•2 

... + [P*-fc] (?«-2fc + [P»-J Ö»-ä 



darstellen, wobei man unter [P*-k] die positive Einheit verstehen 
muss. Berücksichtigt man noch, dass die Gleichungen 

p p p __ Po Pq+fc« * * * Pfl-f (to-pfc , 

*. a 

Pn d PaPo4.*.»*«P(BhKm— |)Ä 
*+. % fc r a +%h • . ♦ ifl*»-0m-4 )fc ** ' J ' * -p p * ' ~ ' 



d. i. nach unserer Bezeichnung 

[Pa] 



[P^h] 



m 



L"*-fcJ = 2~ 

[^o+fc] 



statt finden, so kann man dem Ausdrucke 3) die Form 



I 

• • • • « "T" 



(?a-Km-i)Ä 



[Pa-Ki»-i*] 

geben , die sich mittelst eines Summenzeichens kürzer ausdrücken Iässt. 
Es ist nämlich zufolge der Definition, welche wir von dem bestimmten 
endlichen Integrale gegeben haben 



18t 

b 

2ip(x) 



wobei 6 = a + ** s** 11 WW*« För 

LPJ 
ergibt, sieb hieraus *pgl*ich 

[PJ 
— 1 "• 'J f «" m • 



[Po] [Pa+fc] [Pa+(m-i)h] 

Di* rechte Seite stimmt .mit der in dem Werthe von y £ vorkommen* 
den Reihe überein , wobei nur beachtet werden . mups , daß* hur 
a -\- mh = b, dprt abfcr = « ist» Schreiben wir daher x für b 
und (x — a) ; h für toi, $o ist jetzt 

i> y« = [P*-«d fc + * — pSp^r 

< •" • [PJ 

Endlidi kann man nodi ön dtm bestimmten endlichen Integrale, wel- 
ches in der Parenthese vorkommt," die Gräneen streichen. Denn nach 
einer zweiten Auflassungsweise des bestimmten endlichen Integrales ist 

2tfß(x) = W(b) — V(a) 
milliin 

und wenn wir dips ?uf den,pbigeQ Fgll anweisen, so .können wir die 
constante Grösse W(a) mit iq die Conptante (7 einrechnen, und Mos 
C + *P(x) = C + ^(a?) für ctep IntyiU d$r P^egthjese .setzen. 
Wir haben dann 

5) y, -. ft.i|"** jg -fr JT (x £ >); » j 

als voHstüidi^i integral unser DiiTerrazengleickuaf 1). 
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Bei den meisten Anwendungen, die man von der Integration der 
Differenzengleichungen macht, beschränkt man sich übrigens auf den 
Fall h = 1 jmd verlangt nur ganze positive Werthe von x; man 



kann dann einfach = nehmen und hat so 



6) u = CT**] \C + 2 —%4 

( [PJ Y 



Um gleich ein paar praktisch brauchbare Beispiele zu dieser Formel 
zu haben, wollen wir die in die Differentialrechnung gehörende Auf- 
gabe der independenten Bestimmung von 



frArcsinx 



dr-Hl—x*)* 



_ i 



mit ihrer Hülfe lösen. Bezeichnen wir nämlich (1-**)* zur Abkür- 
zung mit u, so ist 

du _ jf *£u 2x* + l 

= • — y— u, s. w. 



T> 



rf* 3 



woraus man ersehen kann, dass im. Allgemeinen , 



7) 



zu setzen ist , A n , B n , C n , . . gewisse zum Ordnungsindex » gehörige 
Coeffizienten sind, deren Bildungsgesetz wir zu bestimmen haben. 
Eine nochmalige Differenziation der Gleichung 7) giebt nun 



nM 



(n + lM^+' + fa + S)»* 



*•-■+(» + 5)C Ä a^ a + (* + 7)Z> 

■+•(*— 2)*, +(»_4)t7J ' + .... 



(1 — a?*)*+|- 
und wenn man dies mit der Gleichung 

*** H (l-ra? 1 )»-^ ... 

zusammenhält, welche aus 7) hervorgeht, indem man n + 1 an die Stelle 
von » treten lässt, so ergeben sich folgende Differenzengleichungen: 
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A nH = (n+l)A % 
B n+t — (» + 3)Ä» + nJ» 
C..+, =r (* + 5)C» + (»— 2)Ä„ 
•D.it = (m-7)I>. + (»— 4)C, 

welche säromtlich unter Form 

»*+i = P*y* + Qx oder y«^ = P^ + Q n 
stehen und daher nach Formel 6) integrirt werden können, indem 
man n für x schreibt Das Integral der ersten Differenzengleichung 
ist nun für P n a n -f- 1 , Q n = 

wo C" die wiUkührliche Constante bedeutet; letztere bestimmt sich aus 
der Bemerkung, dass für n == 1, J f = A t = 1 sein muss, wor- 
aus C = 1 und einfacher 

4. = [»] 
folgt. Substituten wir diesen Werth in die zweite Differenzenglei* 
drang, so verwandelt sich dieselbe in 

*«+t * (n+3)fl tt + n[n] 
und ihr Integral ist nach No. 6) 

n 

B u = [n+2] fc" + S -^Lj 

I [»+3J! 

( (»+3)(n-f2)(w-f-l))' 

Man hat nun weiter 

2 » - r 1 1 i 

(n+I)(»+2)(n+3) L(n+2)(»+3) ~ (i»+l)(*+2)(»+3)J 



= -zi + 



« < • 



n+2 T * (w+l)(n+2) 
und wenn man dies in den Werth von B n substituirt, 

B n = [» + 2] [c" ?-^ + „ , , \ , 1 

^ ( n+2 T ( w +l)(n+a)J- ■ 

Die Constante C" bestimmt sich durch die Bemerkung, dass für 

n = 1 , B n = C t = werden muss; man erhält daraus C" a -|-, 

und wenn man jetzt Alles zusammenredinet 
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B» = [«+2] i . 



»(H-l) 



(»+lX»+2) 
und wenn man bemerkt, dass 

a 

[n + 2] = (* + 2)(n + l)*...4.3 = (» + 2)(* + 1) y^ 
ist, so verwandelt sich die vorige Gleichung in die einfachere 

wöbet die kurze Bezeichnung der Binomialkoeßuaenten i« Anwendung 
gebracht worden ist. 

Substituten wir dies in die Differenzengleichung für C n , so ver- 
wandelt sich dieselbe in 

C n+1 == (n + 5)C n + (n— 2)[n]in 2 
und man findet aus ihr nach demselben Verfahren . 

und aus den bisherigen Coeffizieuten A n , B n , (7„>wird man nun leicht 
das Bildungsgesetz aller Coeffizienten entnehmen können. Man hat 
nämlich 



» V S *' " *' t 



cix 



■ + !• 

upd wenn yppn n — 1 an die Stelle von n treten lässt , so gjebt diese 
Formel zugleich den Werty von , 



dPArcsinjr 



rfaf 



■•• i 



« "» 



t. i 



und zwar in derjenigen Gestalt , t wie er von Euler zuerst bekannt ge- 
macht wurde« 



# . > 



. ' i. 



'i ff 
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Differenzengleichungen ersten Ctra4e* uad beliebiger 

* Ordnung« 

Sowie die Gleichung y x +h = P x y x + Q x oder einfacher für 
h = 1*), y X ]i — PxVx = Qx das allgemeine Schema der Differen- 
zengleichungen ersten Grades nnd erster Ordnung ist, so stellt die 
Gleichung 

die allgemeine F*rm der Düferenzengleichuug ersten Grades und nter 
Ordnung dar. Da es keine allgemeine Methode gtebt, wodurch man 
in jedem Falle au den Integrale y x in derselben gelangen könnte, so 
wollen wir die verschiedenen Verfahrungsweisen , mittelst deren man 
in diesem oder jenem specialen Falle zum Ziele gelangt, einzeln nach 
einander vortragen. 

Am leichtesten ist die Integration der obigen Gleichung, wenn 
die CoeflSzienten P x , Qx > -> . • U x von x unabhängige Grössen , also 
Constanten sind und zugleich V x = 0, also einfach 

l) vx+% + lVffc-i + 0y^+»-2 +'••• + t v*m + Vy x = o 

ist. Man setze nämlich in diesem Falle y x = X x , wo X eine vor der 
Hand noch unbestimmte Grösse bezeichnet, so wird 

V** + PI**—* + &*+*-* + ... -f 1V+* 4- ux* = o 
oder nach Division mit i*, 

2) A* + JPA— ■ + flfl,*-* + . .. + TX + U =* 0. 
In dieser Gleichung kommt gar kein x mehr vor imd da P,Q t .T,U 
bekannt sind, so ist X die einzige Unbekannt«,. deren Worüt man jetzt 



>*) Es ist leicht «u sehen, dass diese Spezialisirang , tön ddf wir kfrnftig immer 
Getaaacb machen werde«, die AHgemeinfctit nicht beeinträchtigt. D**i w*nn sich X 
um l ( wi<krf , so. sinnt fcp um &.ft*t ««tot man ob* am JSade emer pultet 4er Vor- 
aussetzung des Lnkrementes 1 geführten Bechnnng hx für ^ oder^t' = «, wo a?' 
= hx ist, so beziehen sieb die neuen Formeln auf den Fall, wo sich die neue Va- 
riable « wnÄ ändert; lasst man nachher den Accent weg, so ist die Allgemeinheit 
wieder hergestellt. 
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durch Auflösung der obigen algebraischen Gleichung erhält. Nennen 
wir X t , X % , ... In die n Wurzeln derselben, so sind 

ebensoviele einzelne Integrale der Gleichung 1). Nun ist aber leicht 
zu sehen , dass auch der allgemeine Ausdruck 

3) ifc = c;v + CiV + W + ... + c n is 

worin C t , C 2 , ... C n willkührliche Constanten bezeichnen, die Glei- 
chung 1) befriedigt und daher bildet derselbe das allgemeine In- 
tegral der in Rede stehenden Differenzengleichung. 

Zwei Fälle bedürfen hier noch einer besonderen Untersuchung, 
nämlich das Vorkommen von imaginären und ebenso das von gleichen 
Wurzeln in No. 2). Im ersten Falle braucht man sich nur zu erin- 
nern, dass die imaginären Wurzeln immer paarweis vorhanden sind, 

also eine, etwa l t von der Form a + ßj-l und dann eine andere, 

etwa l 2 , von der Form a — ßj - 1 sein muss. Setzen wir aber, 
was bekanntlich immer angeht, 

V = « + ßf~~ l = q(cos& -j- V^ sin») 
X 2 = a — ßyf^l = q(co$& — yJ^T sind) 
so wird 

C.V + CA* _ 

= C % q*(cosx& + 4^1 $in xd) + C % ^(co$x9 — V-lff»*9) 
== (C, + C 2 )q x co$x9 + J^T(C t — CJ$*$inx& 

oder für C, + C 2 = c t > V^l(Ci -f C 2 ) =± e, 

4) CjA,* + CiV =a c^cosjtf + ctfkinx&. 
und dies wäre also an die Stelle der zwei ersten Glieder in 3) zu se- 
tzen, sobald l t und X t zwei conjugirte imaginäre Wurzeln sind. 

Kommen in der Gleichung 2) gleiche Wurzeln vor, etwa A, = A s , 
so ist der in 3). verzeichnete Ausdruck nicht -mehr das allgemeine 
Integral der gegebenen Differenzengteichung ; denn es geht derselbe in 

y x = (Cj 4-(7,)V + W +' W + '... + CJ«* 
über und wenn wir C t + C 2 mit einem einzigen Buchstaben bezeich- 
nen, so enthält y x nicht mehr n, sondern nur n — 1 willkührliche 



189 

Constanten, ist also kein allgemeines Integral. Indessen kann man 
sich leicht helfen ; sei nämlich zunächst X 1 =» l t -f- d , so hindert 
nichts 

zu setzen, wo C l und C" zwei neue willkührliehe Constanten bezeich- 
nen; es wird dann 

W + «A* = i c ' - 7) V + *' (V+ <»)* 

und wenn nun <J bis zur Null abnimmt, also k f = A 4 wird, so er- 
giebt sich 

5) C t V + C 2 V .= C'V + Cxi**" 1 . 
Wären drei gleiche Wurzeln vorhanden k f = A, s ^ , so nehme 
man vorerst A 2 « A t + <J , Jl 3 = A t + 2iJ und 

c * - c ~ T + TP 
<* - T — "^ 

so wird nach diesen Substitutionen 

C t X t * + CA* + <*V 

und wenn man jetzt d in Null übergehen, also A t «* A* = ij wer- 
den lässt, so kommt 

6) «1 V + C,V + c,v 

Bei vier gleichen Wurzeln wurde man zunächst l 2 = l t + <J , l z 
= * t + 2d , JL 4 = Ü-t + 3<J setzen und statt der willkürlichen 
Constanten C t , € t , C z , C 4 vier neue willkührliehe Constanten €f , C" , 
Qiu f Qua j er ^t einführen , dass 
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W + W + c»V + W 

o o 

+ c»" {k * + M r—w* +M)*4-8tfi +ST-V 

wird und nun d bis zur Gränze Null abnehmen lassen. Für A, 3= 
Ä, = it, = l t wird dann 

W + W + W + W 

= ca,* + c y v -1 + c" ^"I^ ay-* 

Wie man auf diese Weise weiter gehen kann , erhelle leicht. Um end- 
lich die bisherigen Bemerkungen an einem Beispiel« deutlich zu ma- 
chen, wählen wir die Differenzengleicbung 

8) yx+t — 8y*+ a + 2&y*4. 2 — SOy^ + 18y* *= 
Die Substitution y x = k x führt hier zu der algebraischen Gleichung 

J4 _ 8i a + 23A 1 — 3<tt + 18 = 
oder 

U 2 — 2X + 2)(l — 3)* = 

welche folgende 4 Wurzeln besitzt: 

X s « 1 _ /=! = ^2 /co* i - ^««f) 

Aj = A4 = 3. 

Da A 4 und l 2 conjugirte imaginäre Wurzeln sind, deren Abdulus 

q = ^2 und deren Argument # = — ist, so haben wir nach No. 4) 

statt C^ + C 2 l % * den Ausdruck 

c t j2* cos -^ + «^2* sin ^ 

zu Mibsiituirea. Weil ferner zwei gleiche Wurzeln A* = A* vorhan- 
den sind, so ist No. S) zufolge statt -C $ 2 3 *, + fij+ x der Ausdruck 
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C%* + C"xL*- 1 = CS* + €"*&-* 
zu setzen, wobei wir der Symmetrie wegen Cj und c 4 für C und C" 
schreiben wollen. Das vollständige Integral der Differenzengleichung 
8) ist nun 

9) y x = c x 4¥ cos ^ + c^¥sin^ + c 3 3* + ^afl*- 1 

und man wird sich jetzt auch a posteriori leicht überzeugen , dass 
jede einzelne der Funktionen 

fötos^ , V2~* sin ^p , 3* , x3*~*. 

Die Gleichung 8) befriedigt und mithin der in 9) verzeichnete Aus- 
druck der allgemeinste ist, welcher dieselbe Eigenschaft besitzt. 

M 

Fortsetzung. 

Wir kehren jetzt wieder zu der allgemeinen Gleichung 

zurück und zwar um eklige Betrachtungen darüber anzustellen , welche 
eine VeraUgeftietaening der im vorigen Paragraphen benutzten Integra- 
tionsmethode zum Zwecke haben. 

Untersuchen wir zunächst den einfachen Fall , in welchem statt der 
rechten Seite die Null steht, also die Gleichung von der Form ist 

2) *x+n + Px*x+*-i + Qx*x+n- 2 + . . . + JarÄxfi + U x % x = 

so erhellt leicht, dass es hier nur darauf ankommen würde, n ver- 
schiedene spezielle Punktionen," etwa 

1 1 3 n 

Ä* > &X f %£ f • • • ■ • %X 

aufzufinden , welche der Gleichung Genüge leisten. Denn wenn jedes 
dieser sogenannten partikulären Integrale die Differenzengleichung 
befriedigt, so ist dies auch mit dem Ausdrucke 

11 2 2 3 3 nn 

3) % x = Cz x + Cz x + C% % + .... + Cz x 

• * 

der Fall, wie man durch dessen Substitution gleich finden wird, und 
folglich bildet der vorstehende Ausdruck das allgemeine Integral der 
Gleichung 2), weil derselbe n willkührliche Constanten 
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1 « 3 n 

& i t ) L i ••• i/ , 
in sich enthält. Ist man nun auf irgend eine Weise zu den partiku- 
lären Integralen der Gleichung 2) und von da weiter zu dein allge- 
meinen Integrale derselben gelangt, so hat es auch keine wesentliche 
Schwierigkeit, die Gleichung 1) zu integriren, und zwar auf folgende 
Weise : 

Da die ursprungliche Differenzengleichung von der in No. 2) ver- 
zeichneten nur in dem einen Gliede V x differirt, die Form des Inte- 
grales von No. 2) aber bekannt ist, so liegt der Gedanke sehr nahe, 
einen Versuch darüber zu machen, ob man der Gleichung 1) nicht 
durch eine dem Integrale z x ganz ähnliche Form genügen könne. 
Wir setzen daher hypothetisch 

11 2 2 3 3 n n 

4) V» = ft** + F 9 % x + '«** + ... + F x % x 
1 i 1» 

worin % x > *x > ••• ** wie in No. 3) die partikulären Auflösungen 

1 2 » 

der Gleichung 2), an die Stelle von den Constanten C , C , ... C 
aber ebensoviele noch unbestimmte Funktionen fbn x gesetzt wor- 
den sind* Hieraus ergiebt sich nun zunächst, wenn x -f- 1 für x 
substituirt wird 

11' 2 2 » n 

wobei wir statt F x + t überhaupt F x ■+- JF X schreiben wollen. Es 
wird dann 

11 2 2 « n 

Vx+i = A**-H + Fx*»H + ... + Fc*x+l m 

1 1 2 2 MM 

+ Zx+tJFx + Xx+gJFx + ... + % x +\4Fx 

hier setzen wir um zu vereinfachen 

112 2 » n 

5) Zx+^Fx + Zx+iJFx + ... + Zx+tJFx = 
so das3 nur übrig bleibt 

11 2 2 n n 

5* !fe+i = F x Xx+i + F&&H + •••"+ ****+!• 

Lassen wir wieder x um eine Einheit zunehmen und schreiben wie 
vorhin F x + JF X statt F x ^ , so ergiebt sich 
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II 2 2 n n 

■ 3k+2 = ^***-f 2 + F x Z M + 2 + • • • • "f" ^* Ä .H-2 
112 2 •» » 

+ Sx+j^J* + %x+*4fx + ... + Z X + 2 JF X 

wobei wir wieder die zweite Reihe = setzen. Es ist dann 

I 1 2 ? n n 

6) Z X + 2 JF X + Z X + 2 JF X + ... + Z X + 2 JF X = 

und die vorige Gleichung wird einfacher 

11 2 2 n n 

6* Jk+2 asa F x Z x + 2 4" '***+2 + ... + ^**x+2* 

Wendet man wieder ganz dasselbe Verfahren an, so findet sich, dass 
unter der weiteren Bedingung 

•112 2 « fi 

7) **+ s ^F* + z x + 3 JF x + ... + z x + z JF x = 
die Gleichung gilt 

11 2 2 n n 

'* &M-3 = F X Z X + Z + '***+! "4" ••• "f" ^* Ä *+3' 

* 

Wie man auf diese Weise fortgehen kann , ist unmittelbar einleuchtend, 
und man gelangt so bis zu den Gleichungen 

1 12*2 n n 

8) Z x + n — i 4F X 4~ *x+»—i ÄF 9 + . . . + *x+n— i ^/i 5 ** == 

11 2 2 n n 

aus deren letzter sich noch ergiebt 

11 2 2 hu 

8*+* = FsXg+a + F x Z x +n 4" . . . -j- f«***« 

112 2 n « 

+ Z x +nJF x 4- Z x +nJF x + ... 4- S+^JF* 

wenn man wieder j? 4" 1 für * un ^ ft + ^F* für F x ^ setzt. 
Substituiren wir nun die für y x , y x +\ , y*+ 2 > • • • • jfc+* gefundenen 
Ausdrücke in die Gleichung 1), so findet man bei gehöriger An- 
ordnung 

l/i j i i \ 

F X \Z X + H 4- />*«*+*_* 4" Q***+*-* + ••• + V***) 

2/2 2 2 2 \ 

4- *M**+» + /Whi-i + C***+»-i + ... + ü M z a ) 

+ 

% in n n n \ 

4" F x \Z x + n 4- PgZf+n-i + Qm**+*-2 + ••• + V 9 Z 9 ) 

112 2 »' « 

4" z x +*dF a 4- Z M +nJF M 4" •••• + **+*4F m » F # . 

13 
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1 2 n 

Da aber z x , z* , . . . ■ z x die partikulären Integrale der Gleichung 2) 
sind, so befriedigt jede dieser Funktionen die genannte Gleichung; 
hierdurch annullirt sich Alles, was in den Parenthesen steht und es 
bleibt: 

1 1 2 '2 n n 

9) z x +nJI x + z x + n JF x + ... + z x+n JF x = V x . 
Fassen wir das Bisherige zusammen, so lautet das Ergebnis; folgen- 
dermassen: die Annahme 4) würde richtig sein, wenn man die n 
unbekannten Funktionen F x so bestimmen könnte, dass sie den Glei- 
chungen 5), 6), 7), 8) uud 9) gleichzeitig genügen. Dies ist aber 
immer möglich; denn sehen wir in den genannten Gleichungen nämlich 

1 1 2 fc n n 

Z X +[4F X + Z x + t JF x + ... -f Z x + t JF x = 



10) 



2 2 n n 

[xx+%4Fs + z x + 2 JF x + ... + z x + 2 JF x = 



jl 1 2 2 * • ' 

Zx+n—iJFx + Z x + n -. t JF x + ... + Zx+it-idF x s= 

\ 1 1 2 2 * n 

Z x +n4F x + Z x +ndF x -j- ... + z x + n JF x = V x 

die n Differenzen 

4F X , 4F X , .... dF x 
als Unbekannte an, so sind jene Gleichungen sämmüich vom ersten 
Grade und man kann daher jederzeit diese unbekannten Differenzen 
bestimmen. Aus JF X erhält man nachher F x selbst durch endliche 
Integration. Dass nun der so gewonnene Ausdruck 4) wirklich das 
allgemeine Integral der Gleichung 1) ist, ergiebt sich aus der Be- 

merkung, dass die Funktionen F x , F x , ... F x durch Integrationen 
gewonnen werden, mithin jede eine willkührliche Constante bei sich 
führt und folglich der Ausdruck 4) in der That n willkührliche Con- 
stanten enthält. Das Gesammtresultat unserer Untersuchung besteht 
also in dem Satze, dass man das allgemeine Integral der Gleichung 
1) finden kann, sobald sich die partikulären Integrale der einfacheren 
Gleichung 2) angeben lassen. Da Letzteres immer möglich i§t, wenn, 
wie in §. 3. , P , Q , ... T , U constante Coeffizienten sind, so folgt 
hieraus als Conroltor, da» ejich die Differenzeaglerchung 
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»*+• + Py*+*-i + (?»*+•-! ■+-... + Tu+i + üy x =* v, 

4 

jederzeit integriren lässt. 

Nehmen wir beispielsweis P = «, Q ^ b, n = 2, so geht 
die Gleichung 1) oder die vorstehende in 

11) Jte+i + Wx+i + by x = V x 
über. Die einfachere Gleichung 2} wäre 

**+2 + <Mx+\ + b% x a 

und ihre partikulären Integrale sind 

12) z x *= V , I, = A 2 * 

wobei l t und A, die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 

13) 1* + al + b = 
bezeichnen. Nach No. 4 ist nun 

14) y x = F x z* + Kz* = hh* + hl t * 

zu setzen und hier müssen F x und F x den Gleichungen 10) d. h. 

\*+*JF x + lf+*jK = 

h*+iJF x + A 2 -+yi = V x 
genügen; man findet daraus 

und mithin durch Integration 

i 1 y 

Fx = Ci + Uli-l*) S Tf 

i IV 

F x = C 2 - l - ** 



wo (7 t und (7 2 die willkührlichen Constanten der Integration sind. 
Sübstituirt man dies in 14), so ergiebt sich 

15) y x = C t V +.CA 

-1- * T x ?? T * 

als vollständiges Integral der Differenzengleichung 11). Für V m =z a? 
z. B., also 

V*+2 + «ttr+t + ty* = * 

13» 
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/ 



^ iu 1 (a?-l x | 



braucht man sich nur zu erinnern, dass 

x 

ist und man erhält dann durch eine leichte Reduktion 

^ (l-iöd-i,) "^ [(l-AtXl-Jl,)! 1 
oder wenn man die Werthe von l t und A, selbst hinsetzt 

** ä M — 2 — J+ c »\~ — 2 — ) 

x a+2 

+ l+a + 6 (I+a+6) 2 "- 

Diese Formeln passen übrigens nicht auf den Fall gleicher Wurzeln 

A| = X 1 ; man hat dann statt 14) 

zu setzen, wodurch die Gleichungen 10) in die folgenden übergehen 

If+tJFx + (x+DXfjh = 
Xf+*JF m + (»+2)V+ I </K = V x 



hieraus findet sich 

F x = — T~5" 5~~* > ** == 






mithin 



** = t^i — y-y * 



4 2 IV 

x»j. — *i * 2 ** X1F 
und als vollständiges Integral 

16) y, = w + (>*,*-» 

Für a = — 2k , 6 = Jlr 1 hat man einfach Aj ~ Ar zu setzen und 
damit das Integral -von 



F 



1»7 

$♦ 5* 
Fortaetauiiff. 

Nach den im vorigen Paragraphen gegebenen Erörterungen kommt 
es nur noch darauf an, Gleichungen von der Form 

**+n + P***+»-i -f" QxZx+n-2 + -.. + T x *x+i U* z * = 

oder was auf dasselbe hinauskommt 

1) y*+n = P^x+ü-t + 0*y*+»-i + .-. + T x y x + t + tf*&c 

zu integriren, da man aus ihreit Integralen leicht das Integral der all- 
gemeinsten Differenzengleichung ersten Grades und nter Ordnung ab- 
leiten kann. In vielen Fallen nun ist hier die Substitution 

2) y*+ t — VxVx 
sehr fördernd, wobei p x eine noch unbekannte Funktion von x be- 
zeichnet. Man erhält nämlich aus ihr der Reihe nach 

y*+2 =» p*+%y*+% = PxP*+ty* 

y*+a =» Vx+iVx+iyx+i = VrV*+iVx+iyx 



überhaupt für ein ganzes positives *t 

oder nach der in §. 2. eingeführten Bezeichnung weise 

m 
Ste+m = [Px+m-i]yx* 

Durch Substitution dieses Ausdruckes für m = n , n — 1 , . . . 1 
geht nun die Gleichung 1) in eine andere über, welche eine durch- 
gängige Hebung mit y x gestattet , . so daSs noch übrig bleibt : 

3) lp*+—i3 = Pzlp*+*-5 + Qjfrm+J!) I + ... + TJp M f+ U x . 
Diese Gleichung enthält nun die eine Unbekannte j»«; kann man letz« 
tere daraus bestimmen, so führt die Integration der Differenzonglei- 
ebung 2) sofort zur Kenntniss von y x > nämlich es ist 

4) y x « C\p m S 
Diese Reduktionsmethode lässt sich z. B. auf die sehr allgemeine 
Gleichung 

5) !/#+* = ^[Xjp_m]y*+ii-|i .+ Ä[X*+ m ]&r+«_ a + 
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anwenden, worin A , B , C , ... H ,K constante Grössen sind und X 
eine beliebige Funktion von x bezeichnet. Die Gleichung 3) verwan- 
delt sich nämlich hier in die folgende 

n i n-2 2 «-a 

6) [Px+n-t] = -4[X*+ m ][pj;+«_ 2 ] + 0[X*+m][ftr+<t-a] + .... 

»-» 1 n 

... -f- HVLx+m\\.Vx\ + K[X x + m ] 

und dieser genügt man durch die Substitution 

O Px == »Xx+tn-n+t 

worin X einen noch unbestimmten constanten Factor bezeichnet. Die 

vorstehende Substitution g.ebt nämlich zunächst 

i i 

[Px] = ^X x+m ^, +1 = hlXx+n^+il 

2 

Ebenso findet man weiter 

[Px+2] = ^[X-c+m-^+aJ 

4 4 

iPx+i\ = ^ 4 [X x +m-n-hJ 



und überhaupt für eine ganze positive Zahl r . , 

r r 

Subßtituiren wir dies für r =*= w , n — 1 , ... 2 , 1 in die Glei- 
chling 6) so geht dieselbe in folgende über 

n i n-\ a *-a 

6) A"[X*+ m ] ^^-'[X^EX^^^ 

*-l l > n 

• • • • ~p "^LXji;-f.mjL^*-Hn-«4lJ "T Ä[Xa;+mJ» 

• . ' • ■ .. . » 

Die Faktoi iellenprodukte , welche hier auf der rechten Seile vorkom- 
men, stehen unter der gemeinschaftlichen Form 



n-r 



X X^ m ^-Xj;+in_j^fj X^ m . r 4. 2 • • • • Xjj-f fit-n-fa 

= Ax-hmAx-fm-i • • • »Xx+m-n+i == ,IX«-|-«J. ' 

n 

Man kann daher die Gleichung 8) mit [X*+ m ] heben und es bleibt 
dann die Gleiehung - ; 
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A» = Al*~ x + Bk« 1 + .... + Hl + K 
oder 

9) A» — iU«-« — Bk*~* — ... — JJA — tf = 
übrig, welche zur Bestimmung von Ä dient. Nennen wir 

die n Wurzeln der Gleichung 9), so sind nach No. 7. die Ausdrucke 

ebenso viele verschiedene Auflösungen der Gleichung 6). Jede von 
ihnen fuhrt nach Formel 4) zu einem Integrale der gegebenen Diffe- 
renzengleichung und mithin sind 

X . X x 

d. i. 

y* Ä CiAi^fXx+jj^,,] , rjAj^CX^^m^ji] , ... dA^lX^+m.,»] 

die partikulären Integrale unserer Differenzengleichung, wobei C f , € % 
C s , (7 4 , ..r r„ willkuhrliche Constanten sind. Nach der im An- 
fange von §. 4. gemachten Bemerkung giebt nun die Summe dieser 
partikulären Integrale das allgemeine Integral nämlich 

Kommen unter den Wurzeln A| , A 2 , ... A* imaginäre oder gieiclie 
Wurzeln vor, so .verfährt man ganz wie in §. 4. 

Nimmt man beispielsweis X = x und tn = n , so geht die Dif- 
ferenzengleichung S) in 

y*+n = A[Xx+ n ]'/s+n r l + #L^c-f*]y*+*_2 + 

«.1 11 

... + BlXx+nlj/s+t + Jtfer+n]y* «' 

über, wofür man auch schreiben kann 

11) V* =* i*[#ly*-i + B[x]y^, + ... + K[ä]y x _« 
und ihr Integral ist nach No. 10) 

12) y x = jd V + C 2 A 2 * -f . . . + CJSfa] 

wobei A t , A 2 , ... A* dieselbe Bedeutung haben wie dort. Um 
dies auf einen numerischen Fall anzuwenden sei A = 2 , B = 3 , 
9» = 2, so haben wir nach 11) 



13) ij x = 2^;'^ + 3a?(x-l)y^ 2 

die zur Bestimmung von X\ und k 2 dienende Gleichung ist 

k 2 — 21 — 3 ,«r 
also l t = 3 , X 2 = — 1 und folglich nach 12) 

14) y x = jf^* + f 2 (-l)*J[*]. 

Nimmt man z. E. y = 1 , y t = 4 , so findet man der Reihe nach 
aus 13) 

y„ = 1 , y t = 4 , y 2 = 22 , y 2 = 204 , y, = 2424 , 

und in 14) sind jetzt C k und C 2 so zu bestimmen , dass für x = , 
y = 1 und für x = 1 , y\ = 4 wird ; dies giebt die Glei- 
chungen 

1 « C t + C, , 4 = Ci . 3 — (\ 
mithin (^ = -§" > ^2 ^ — "T un ^ nim P e b* der Ausdruck 

y x = 1.2..a?[*-.3* - -*-(- l)*j 

in der Thal das allgemeine Glied der vorhin aus der Differenzenglei- 
chung abgeleiteten Reihe. 

Integration durch bestimmte Integrale. 

Sehr vortheilhaft ist es in vielen Fällen, die Integration einer 
Differenzengleichung auf die einer Differenzialgleichung zurückzuführen 
und so das Integral der ersteren in ein bestimmtes Integral zu ver- 
wandeln. Man kann dies mittelst folgenden von Laplace angegebenen 
Kunstgriffs. Die gegebene Differenzenglekhung sei 

1) Ä x y x + B x Jy x + C*J% + ... + K x J«y x = 
worin A x , B x , C x etc. Funktionen von x bezeichnen mögen, welche 
unter der einen oder anderen von nachfolgenden Formen enthalten 
sind 

2) Ui-a tf + a i x + Ä 2« 2 + «** 3 + 

{B x = 6„ + M + b t x* + M 3 + •••• 

etc. 
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edar 

1*3 

Us ä «• + äjM + « 2 M + ö 3 M + ... 
(ä* = &. + J,M + &»[*] + »,M + • • 

etc. 
Findet nun das ersle statt, so setze man 



*) y* « I* 



r**v du 



wobei x als Constante in Beziehung auf die nach u zu verrichtende 
Integration dient, v eine noch unbekannte Funktion von u allein be- 
zeichnet und die vor der Hand noch unbestimmten Integrationsgrän- 
zen für u von x unabhängig sein mögen. Man hat nun zunächst 

Jy x =r /e-C*+*)«f;rft4 — /er**vdu = /e~**(r-*—l)vdu 



J*y x r= /«-(*+ »>(«-« — l)vdu — /e-* u (er«— l)v 



du 



f 



-* u K e-«—l) 2 udu 



ebenso 



^*y* = I *-**(?-* — l)*vdu , J*y x = I <r**(r*— l) 4 vdu etc. 

Substituiren wir dies in die Gleichung 1), welcher wir nach No. 2) 

vorerst die Form 

= (oo + a x x + a 2 x 2 + ...)y* 

+ (&e + *r* + M 2 + --.O^yt 

+ (Co + «i* + «t* 2 + ••••)^ 1 y J 

+ ■ •' 

geben i so haben wir zunächst 






= /(«• + «1« 



-f- OjO?* + • ••) *-***>** 



./« 



+ /(&e + *i* + M 2 + ...)«-* ,, (^ ,l — l>rfn 



/• 



4- /(«e + «i* + <>r* a + •..)«-**(*-* — l)*v du 



+ 

wobei die Faktoren a % -f- <h x etc « 9 fy> 4~ ^ etc - » •• unter die In- 
tegralzeichen gestellt worden sind, weil sie nicht von u abhängen und 
folglich in Bezug auf die angedeuteten Integrationen als Constanten 
dienen. Vereinigen wir alle Integrale und ordnen nach Potenzen von 
x, so wird 

[«o + »•(*"■— 1) + c 9 (c— — l) 2 + ...]*-* 
[«, + »1 (*-*—!) + c i (er«-l)* + ...]xe 



-ß 




TU 
—XU 



ivdu ^ + bf ^ m _ l) + ei(r Hi_i)i + . M ] a .v 



,+ • 

Bezeichnen wir ferner er** mit oi, so ist 

ar<r** = — — , xhr— = + -T-5- , u. *. f. 

au ' du 1 

Substituiren wir dies in die vorhergehende Gleichung und' setzen zur 
Abkürzung 

«o + V^— D + <•(«-■— l) 1 + .... =- * 

5) {«1 + *i(r-"— 1) + c,(e-"— l) 2 + .... = JV 

flj + M«"* — 1) + c*(<r-" — l) 2 + .... =! p 



*,>*•_*£ + ,£- 



so wird * 

wobei der höchste Index der successiven Differenziationen mit dem 
Exponenten der höchsten in den Gleichungen 2) vorkommenden Po- 
tenz von x zusammenfällt. .:_ 

Stehen dagegen A m , B x , C m ... unter der ta No. 3) verzeich- 

neten Form, so setze man 

.... .. % 

7) y x = / u x v in 



* -r*. 



es wird dann zunächst: 



> 
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= I u?(v-l)vdu, Jty* = /«* 



Subsütuirt nuin dies und die Gleichungen 3) in No. 1) , so wird- nach 
gehöriger Ordnung 

/ [<V+ V«-l) + «.(m-I) 1 + • ••]«* 
= fi>du !+ [«i + M«-l) + Ct(«-1)* + ...][«]«* 
°^ f+ [«» + &,(«-!) + «,(«-1)* + ...][*]u« 

+ . . 

Andererseits ist für u* = w, 

Subsütuirt man dies und setzt gleichzeitig 

8) \u[a t + ö,(«-l) + e^u-1) 2 + ....} = N 
(«■fa + 6,(«-l) + «i(«-l) 2 + ...] = P 

so erhält man ganz wie vorhin 



■/ 



*■ i*--*i + *■£—•. 



nur dass hier t>, o>, üf f JV;* P, ... eine andere Bedeutung wie in 
6) haben. 

Um nun aus der vorstehenden Gleichung die unbekannte Funk- 
tion v und die Gränzen der Integrale 4) und 7) zu bestimmen, ver- 
fahren wir folgendermassen. Durch partielle Integration ist 



/ 



ferner 
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für das Integral rechts kann man aber setzen 



_ p <Ua __ f ^d(Pv) dw 
du f du du 



d(Pv) 
du 



/dco f*d\Pv) , r&u , 

dH dH -J ~d^- ,ln J lu- dH 



ß 



— -t — w — / — r-5 — co du 



also wenn man dies substituirt 

(P(0 



ß 



11) ivdnP 



dw 1 



._ . diu d(Po) /V(P«) . 



-/' 



Eben so leicht findet man weiter 

d'(o 




12) ivduQ 



du* 



u. s. f. 
und wenn man dies Alles in die Gleichung 9) oder 

, *= I v du Mio + / vduN -r f. /vduP j- T + ..., 

substituirt, so nimmt dieselbe folgende Form an 



ß 



•ß 



— / (Mv)ta.du 



+ (Nv)u> - / - ä — «du 



< t 1 









/ 



wofür man bei besserer Anordnung schreiben kann: 



205 

13) == / \(Mv) - - w - +. -^ - ....[ u>dn 

d(Pv) , d 2 (Qv) 



= f\(Mv) 



. i -. ; d(Pv) . 

+ r v) - -nr + 



du 1 



+ |„.,_Sgl + ..... .}* 

+ 

Dieser Gleichung genügt man offenbar, wenn man setzt 
14) m -- jr + -^ - = 

r v) -~dir + -d^- - j t " = 

15) <k»)-*£>+ j£ = 



Hier dient . nun die Differenziaigleichung 14) zur Bestimmung der 
Funktion v; denn entwickelt man die Differenzialquotienten 

— 2 — > — j — " e ^. nach der bekannten Regel für die Diflercnziatioa 
der Produkte, so geht die Gleichung 14) in die folgende über 

. id^P . dP dv , m d*v i 

Su iN j. d * p d% ® . \ 

( <M du* ) du 

+ r ^ du •+ • * • u«* 



= 



und hier ist alles in den Parenthesen Stehende bekannt und folglich 
kann man die Gleichung kurz in der Form 

du ' du m 

darstellen, woraus man sogleich ersieht, dass es sich hier um eine 
gewöhnliche Differenzialgleichung handelt, deren Integration zur Kennt- 
niss von v führt. 

Es ist nun auch nicht schwer die Bedeutung des Gleichungensy- 
stemes 15) einzusehen. Hätte man nämlich statt 



y x = / e-~**v du und y x = / u?v 



du 



gesetzt 



y^ß pß 

er^v du und y s = . I u x v du 



a a 

wo a und ß die noch unbekannten Integrationsgränzen sind, so würde 
man bei den partiellen Integrationen in 10), 11) und 12) ebenfalls 
diese Grunzen einführen und also in denjenigen Bestandteilen der 
Gleichungen 10), 11), 12), welche kein Integralzeichen besitzen, statt 
u die Werthe u = ß , u = a substhuiren und von den Resultaten 
dieser Substitution die Differenz nehmen müssen. Aus jenen vom 
Integralzeichen befreiten Partieen der Gleichungen 10) 11) 12) be- 
steht aber das Gleichungensystem 15) und mithin bezieht es sich 
nicht auf unbestimmt veränderliche u, sondern auf ganz bestimmte «, 
nämlich die Integrationsgränzen in den Werthen von y s . Führen wir 
daher in die Gleichungen 15) den ans 14) bestimmten Werth von v 
ein, so verwandeln sich dieselben in Bedingungsgleichungen für u 

• • • * 

und indem man sie nach u auflöst, erhält man die Integrationsgrän- 
zen für u. Heissen dieselben etwa 

u = a , ß - , y , ..... A , x 
und sind deren n, so bilden die Ausdrücke 



v<p(x , u)du , / vf(x , u)i 

a ß. 
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/ v<p(x , u)du , I vq>(x , ü) 



dv 



X * 

woria (p(x , u) entweder er* u oder u x bedeutet, eine Reihe von par- 
tikulären Integralen der Differenzengleichung 1) , und man er Mit jetzt 
als allgemeines Integral derselben 

v<p(x , u)du + C 2 I vq>(jr , u)du -f- . . . . 

~ a ß 



vq>(x , u)du + C 2 I vy{x , u)dv. 



• • » • ~f- * »- 

Um das Detail dieser ausgezeichneten Integrationsmethode zeigen zu 
können, wollen wir dieselbe auf eine Partie wichtiger Beispiele an- 
wenden. 

$♦ X 
Beispiele rar vorigen Methode. 

I. Die gegebene Differenzengleichung sei 

1) — xy x + Jy x = 9 
oder wenn man y x + t — y x für Jy x substituirt 

2) y x +, = (a? + l)y* 

so hat man durch Vergleichung von 1) mit I) und 3) des vorigen 
Paragraphen 

ii i = 0,fl t = — 1 , dj = a 8 . . . . = 

b 9 = 1 , b t = , b 2 = A, ... = 0. 
Setzen wir nun nach No. 7) 



=r I U X V 



du 



so ist nach No. 8) 

M = u — l , N = — u , P = Q .... = 

Die Gleichung 14) reduzirt sich jetzt auf die sehr einfache 

„ d(Nv) dN „.„dv 
Mv = —j — = -r— v 4- N -r- • 
du du ■ - du 
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d. i. vermöge der Werthe von M und N 

dv , dv , 

t> == — — oder — = — du 
du v 

hieraus ergiebt sich durch Integration, wenn man die Integrationskon- 
stante mit IC bezeichnet 

lv A — u + IC und v = Cr* 
und mithin 

y* --■ C / tPc-* du. 



C ju x i 



Substituten wir den Werth von v in das Gleichungensystem 15), so 
wird wegen u = u x , 

— uCe~*w* ä oder w** 1 *-« « 
und diese Gleichung hat für sc + 1 >► zwei Auflösungen, nämlich 
ic = und u = od, indem man sich leicht überzeugt, dass für un- 
endlich wachsende u 



. lu*+*\ 



wird. Wir haben daher für x 2> — 1 

3) y x = C I u x e^*du 



y x = C /tfi 





als Integral der Gleichung 1). Diese Darstellung von y x bietet den 
erheblichen Vortheil , nicht auf positive ganze x beschränkt zu sein ; 
erinnert man sich an die Definition der Gammafunktion 

Hfl) = / uf-h *du 



= I uP-\ 





so erkennt man auf der Stelle. die Beziehung 

y x = Cr(x + 1) 
woraus für ganze positive x dasselbe Integral wie früher, nämlich 

y x = C\l.2.3...a? = C[x] 
hervorgeht. 

II. Um ein allgemeines Beispiel zu haben sei 
4) (o, + a t x)y 9 -f' (& § -f- b t x)Jy x + (c, + ^Jhfs = 
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die zu integrirende Differenzcogleichung. Setzt man nach No. 7) i n 
§.6 

so ist nach No. 8) ebendaselbst 

5) M = a, + J (u-1) + «»(«-1)« 

.- Ö) N = j«i + 6i(ti-l) + a(m-1)^h • 

p = o .... = o. 

Die zur Bestimmung von v dienende Gleichung 14) verwandelt sich 
jetzt in 

„ d(Nv) dN . dv v ' 

d. i. 

(Mdu — dlf)v = JV<to 
oder wenn man die Variabelen sondert 

M dN dv 

N M N " ~ T m 

Das Integral hiervon ist, wenn die willkührliche konstante der Inte- 
gration mit IC bezeichnet wird, 

P* du- W= lv + «7, 
woraus man als Werth von » erhält 

»sä — #SM4u:N 

V N * 
-jj du zur Abkürzung mit U, also 



f 



so ist jetzt 

v «= -^ t ü und y* 3= / — eVcfa 
oder 



14 



*w 



J * 



Zur Bestimmung der Integrationsgränzen dient das Gleichtingensystem 
15), welches sich auf Nvu = d h. 

») j«i + &i(*-l) + q(«-l)^ t**+V = 

reduzirU Will man statt dieser Formeln lieber solche sehen, welche 
sich auf die bisherige Darttellangsweise der Differenzengleichungen 
beziehen, so setze man in Nö. 4) 

4*yx = yx+t — 2y*+, + y x , 

* 

es wird dann 



i« 



• — b, + «o + (<», — 6, + c,)*»j 



r* 



+ jft, - 2c, + (6, — >2ft).*j y^ + j* + c,*J y*+i 



0. 



Hier nehme man weiter zur Abkürzung 

a© — \ + c .«* «o , a, — fr, + e t = ß, - 
6 § — 2c e = a t , b t — 2q = ft 

so wird unsere Differenzengleichung: 

10) (a + ß**** + <«i + A*)JM* + C<** + Ä*)y*+i ■* 
und durch dieselben Substitutionen erhalten wir statt der Formeln 

7), 8) und 9) die folgenden: 

*f- ft*tt + <*t* 2 du 



ii) 



'-/* 



+ Ä« + Ä«* « 



12) y « = j/ ft + ß7+ ft.» «"* 



1. Wendet man diese Formeln zunächst auf den srtir ein- 
fachen Fall 

14) xy x — y*+j = 6 oder y x + A = aty* - 
an, so hat man 
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U = / — du = — « 



und da die Gleichung 13), nämlich w*+V-"* = nur die beiden Auf- 
lösungen u = 0, u = od hat, 

15) y x = C I u^tr+iu =. Cr(o;)f. 

2. Ein zweites Beispiel für die obigen Formeln liefert die Dif- 
ferenzengleichung , 

16) xy„ — (m + £)y x +i =* oder y^ = ~~~ y* 

x -f- m 

worin m eine beliebige positive Grösse bezeichnet. Es wird dann 



& = (l-u>* , v« ^ C /«*- | U-»0 , " -, Ä*. 



l/ 



Die Gleichung 13) nämlich 

tt^a-ti)" 1 * 1 = o 

hat die zwei Wurzeln u = , u = 1 und mithin ist 
17) y x — C /w^Kl-t*)" 1 "*" 1 *' 

wofür man nach einer bekannten Formel der Gammafunktioneqtheorie 
auch 

r r(x)r(m) _ r , nx) 

y * "" ' J>+m) "" r(j?+«i) 
schreiben kann. Ist m eine ganze positive Zphl, so lässt sich die 
obige Integration leicht ausführen und giebt 

V ._ . C 

y * - x(x+l)(x+2)...(x+m-l) ~ :[^ +tl .lf 

3. Wir betrachten noch die bemerkenswerthe Differenzen- 
gleichung 

14* 
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18) xy x — y^f, + sy*+2 = 
oder y xM = x(y* + y*+*). 
Sie giebt nach den Formeln 11), 12 and 13) behandelt 






= — Arctan u 
mithin ist 



eine partikuläre Auflösung derselben, bei welcher die Integrationsgrän- 
zen durch die Gleichung 

(l + tt a )t« x + l 6- ilrrt « ,,, = • 
bestimmt werden. Da Arctan u niemals unendlich, folglich e" Arctwu 
nicht Null werden kann, so reduzirt sich diese Gleichung auf 

(1 + •t 2 )ti*+ l = 
und ihre Wurzeln sind 

« = o , « = + J^T , u = — V^i 

wobei wir ^ -l zur Abkürzung mit i bezeichnen wollen. Die parti- 
kulären Integrale unserer Differenzengleichung sind demnach 

1+« 2 J l+« a 

u • 

woraus sich als allgemeines Integral ergiebt 



Um hier die imaginären Integrationsgraden los zu werden, setzen wir 
im ersten Integrale u = (+i)s und im zweiten t* = ( — i)s, wobei 
s die neue Variable der Integration bezeichnet. Statt der Grunzen 
« » , « = -f 1 treten dann im ersten Integrale die folgenden 

(+t> = , (+t> = +t d. h. s = , t = 1 
ein und ebenso werden die Integrationsgraden des zweiten Integrales 
und 1. Ferner ist im ersten Integrale 

Arctan u =c Arctan («) = i'|i ~ _ t I 



213 

* und im zweiten 

Arctan u = Aretan ( — «) = — «tHi TZTI } 
wobei wir zur Abkürzung 

setzen wollen. Nach diesen Bemerkungen erhält man leicht 





Ferner ist aber 



+ i =s er*',— i = «-»-** 



und wenn man beiderseits auf die &* Potenz erhebt 
und wenn dies in den Werth von y x substituirt wird, 

* 

Zerlegt man die imaginären Exponenzialgrössen in Cosinus und Sinus, 
so wird hieraus. 

y x -m. (C> + C") I T^k CO'i-frt* ' <)<«* 






•wobei wir C + C" mit C t und (C — C")« mit C, bezeichnen 
.wallen. Das so erhaltene vollständige Integral 



f 

•fr 



8* 





ist übrigens noch einer bedeutenden Transformation fittiig, welche 
dfcrin bestellt, dass man die zur Abfafnftng ejngeßjüirte Grösse I als 
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neue Variable ansieht und demgemäss s durch t ausdruckt. Aus der „ 
Gleichung 



»m- 



folgt nun zunächst durch Ditferenziafion 

ferner, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht 

!±± _ e v . _ £=! _ '-t«- 

Den Werthen s = und « = 1 endlich entsprechen die Werthe 
t = \l\ = und t = -|-J(-5-) = od . Nach allen diesen Bemer- 
kungen wird nun 

I I £ e -t \*— I 



19) Vx = 



\ / 




Es kann übrigens vorkommen , dass die Integrationsmethode , von wel- 
eher wir hier Beispiele gegeben haben, nicht ?um allgemeinen Inte- 
grale der aufgestellten Differenzengleichung führt, und zwar tritt dieser 
Fall ein, wenn die zur Bestimmung der Integrationsgraden dienen- 
den Gleichungen nicht soviel Wurzeln besitzen , als zur Formirung al- 
ler partikulären Integrale nothwendig sind. Ist z. B. die Differenzen- 
gleichung von der n**n Ordnung, so müssen jene Gleichungen » + 1 
Wurzeln haben und heisseir dieselben l 7 X i , A 2 '} *.. X», s# kann 
man allerdings n partikulare Integrale erhalten pämlich 

y^, pi* pu 

u x v du , C 2 I u x v du , ... C n / u*v du, 

dies würde aber nicht mehr möglich sein> wenn die Anzahl jener Wur- 
zeln weniger als n +- 1 betrüge, "was dann kmgfctr ein Zeichen ist, 
dass es partkufere Integrale jehefrr Differenzongleich*t>g gfeht, die «qh 



215 



nicht unter der Form I %*viu oder J e^^v du darstellen lassen 

und also anf anderem Wege gesucht werden müssen. Sei z. B. die 
gegebene Differenzengleichung 

20) oder y x + 2 — y x = xy x + t 
so findet man mittelst der Formeln 11), 12) und 13) sogleich 



9» *= C /««»-»r*(«+T>*»' 



und zur Bcslimmung der Integrationsgäuzen dient die Gleichung 
Diese hat upr zwei Auflösungen, -närolicb u « , « •=* od, so dass 



21) u* — C Ivr^t-io-dd* 



wird, was aber nur ein partikuläres Integral ist. 

In solchen Fällen muss man sich einer andern Integralionsme- 
thode bedienen, wie z« 6. der im folgenden Paragraphen auseinander- 



gesetzten. 



§♦ 8. 
Imt*er»tt#* «41 Hälfe v»e*41lcher Reihen. 

Da es in vielen Fällen, wo nicht in den meisten, nur darauf an- 
kommt, den Werth von y x für ein ganzes positives x zu ermitteln, 
so liegt der Gedanke nahe, die unbekannten Grössen ty ^y^y*»^ ""r 
als Coefßzienten irgend einer Reihe anzusehen. Setzen wir etwa 

i) «* = y% + y*f + j# 2 + y** z + •••• 

so ist klar , dass u eine gewisse noch unbekannte Fupkt^on yoj) t sein 
wird; könnte man die Form derselben finden , so wäre auch y n leicht 
zu bestimmen , denn es wäre dtnfl in Folge des Theoremes von Mac 
Laurin . 
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*) yn = j 2 .3...n A» 
wobei nach geschehener Differenziation f = zu setzen ist Die ge- 
gegebene Differenzengleichung, aus welcher ursprunglich y x oder y n 
bestimmt werden sollte, bildet nun offenbar eine Rekursionsformel 
zwischen den Coeffizienten y%>Vi>yt> ••• und es wird häufig glücken, 
aus dieser Rekursionsformel eine Eigenschaft der Funktion u abzulei- 
ten, welche zur Bestimmung dieser Funktion selbst hinreicht; spricht 
sich diese Eigenschaft der Funktion « in einer Differenzialgleichung 
aus, so erhält man durch Integration derselben zunächst u und dar- 
auf y» mittelst der Formel 2). Das Technische dieses Verfahrens wird 
man aus den folgenden Reispielen ersehen. 

I. Die gegebene Differenzengleichung sei ganz einfach 
3) yx = (x + l)y*+i oder y n = (n-f l)y Ä+1 
so erhält man durch Multiplikation derselben mit (* und durch nach- 
herige Addition alles Dessen , was für n=0, 1,2,3,... zum Vor- 
schein kommt, 

ft + ys + y%t* + y** z + • •• 

« * + 2y*' + 3y E ** + 4yj* + .... 
Setzen wir nun wie in No. 1) 

« = y§ + yi* + vi* 2 + y*** + .... 

so folgt durch Differenziation 

^ - yi + 2y 2 r + 3y M t* + 4jM 8 + .... 

und wenn wir diese beiden Werthc in die ' vorige Gleichling substi- 

tuiren, so geht letztere in die Differenzialgleichung 

du 
dt 

r * 

. . . % • f 

über, aus welcher durch Integration 

u = Ce* 

folgt , wenn wir mit C eine beliebige Cönstante bezeichnen. Die For- 

mel 2) giebt nun Kur t = ö 

C ' 

4) yn = 1.2.8;. .* 

was in der That das Integral der Differenzengleichung 3) ist. 
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IL Um die etwas allgemeinere Differenzengleichung 

5) i + y« = (» + i)yn+i * 

zu integriren, multipliziren wir wieder mit f", setzen t == % 1 ,2 , 
3 , ... und addiren Alles; es wird so 

1 + * + ** + * z + '* + — 

+ y# + &* + y*** + y z t* + .... 

= 0i + 2^* + 3y a f» + 4y 4 t* + .. . 
d. i. wenn man die. erste Reihe links summirt, was für r < 1 leicht 
geschehen kann und darauf die Substitution 1) vornimmt, 

1 . du 

+ w — 17* 



l-t ' dt 

Um diese Dieffrenzialgleichung zu integriren« setzt man •#«= vet, wor- 
aus man erhält . •• ► . 

1. ^ dv 



= e' 



1-* * 



v = I t~ e ' 

J x ~ l 



r* + C 
J L ~ T 

und mithin 

6) h = Ce« + «* 



'/£ 



Die Integration rechter Hand ist leicht auszuführen, wenn man die 
Reihen für - — und tr* mit einander multiplizirt und Alles nach Po- 
tenzen von t ordnet; man findet so 

+ t( x + r + ?y 

wobei überhaupt m' zur Abkürzung für 1.2.3...m gebraucht worden 
isL Es ist nun leicht y n zu finden, wenn man sich erinnert, dass 
y n den Goeffizient von t* darstellt ; setzt man daher für t x die gleich- 



I < 

i 

i 
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geltende Reihe, mujtiplizirt und ordnet AUes nach Potenzen von f , so 
giebt der Coefüzient von t n geradezu das gequellte j/ Ä . 

III. Ein etwas complizirteres Beispiel ist das folgende. Es sei 

7) ny n + (n + l)3r„+i 

= y%y» + yiiy»-i + fey«-^ + ••• + y«y<> 

so ist durch Multiplikation mit t* und durch Addition alles Dessen, 
was für n = r 1 , 2 , 3 > .. , aum Vorschein kommt: 

+ 0t + 2y 2 f + 3y,t* + 4y 4 f* +-.... 

= yoy« 

+ (yeyi + yiy*)* 

+ <ye*2 4- y^ •+• yty*)* 1 

+ (y%y* + yty* + y2yi + y*y*)t z 
+ ........... 

Nimmt man wieder die in No. 1) bezeichnete Substitution vor, so ist 

die erste Reihe links =* t — , die zweite == -r- und die Reihe auf 

it dt 

der rechten Seite = w 2 , und es wird folglich 

oder 

du dt 



woraus man sogleich durch Integration 



,\- .. » 



— - <? — 1(1 •+ 
und durch Umkehrung 

" 8) * ^ C-Ki + l)' 
erhält. i BiepQ 1 - Reihe ist leicht ijacfc potenten von f zu ordnen, indem 
man zunächst 



H. = 



J » V : ;: : 'J*.. ' ;. I . ♦. ,,.■■ • * 'i • • 






'.i. 



I- . '.» 
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_ i , ig + t) , [i(i+o] a , ua+t)]> , 

"~ c "*" c 2 "*" c 3 " r c 4 "'" "" 

setzt und darauf jedes einzelne Glied in eine nach Potenzen von t 

fortschreitende Reihe umsetzt. Zu einem compendiöseren Ausdrucke 
gelangt man aber,' wenn man die bekannte für ein positives a gel-» 
tende Formel 



±-Jr 



o 

in Anwendung bringt, indem man a == C — 1(1 + setzt, was jeder- 
zeit erlaubt ist; da man t jederzeit so klein und nötigenfalls nega- 
tiv nehtaen kann, so dass C — 1(1 -f- r ) positiv ausfällt. Es wird 
dann" 



*=f r 





d* i. kürzer 

Die Formel 2) giebt jetzt Jur * *= , 



10)- y» =*-f *fr-l)(«-2)...(g-n-l) ^ %i% 
%/ Q 1 .2.3 . ...w 

Man kann die hier postulirte Integration leicht ausführen, wenn maq 
das Produkt 



*(*-l)(*-2).*..(*-«-l) 

= A 9 z — i«»- 1 + Afp* — \... -f (-l)*^*A n -it 
setzt und jedes einzelne Glied integprt« Man findet so 

\ n 1 tt 1 tt 

y» = "cS+T Ä * — "^ Ä± + n(n-l)C*~ 2 "** — w:r ' ! 
wobei die durch A bezeichnetet! Zahlen mit den Fakultätencoeffizien- 
ten identisch sind. 

Ea terdiefit übrigens noch erinnert »zu werden , dass di6 so eben 
ausejn^nd^rgqieUte Integratiojouämsttode unter Un^andön auf : anrieh- 
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tige Resultate führen kann. Die Gleichung 1) nämlich , von welcher 
die Rechnung ihren Auslauf nimmt, ist eine rein hypothetische und 
beruht namentlich auf der Voraussetzung, dass die Reihe y fi + y t t 
-f- y 2 t* + . . . wenigstens innerhalb eines gewissen auf t bezüglichen 
Intervallesconvergire; entschieden unrichtig aber ist jene Gleichung, wenn 
die in Rede stehende Reihe für alle t divergirt, weil eine divergirende 
Reihe keine bestimmte Summe hat und ebendeswegen keiner bestimm- 
ten Grösse u gleichgesetzt werden darf. Ob nun jene Reihe conver- 
girt oder divergirt, lässt sich a priori nicht entscheiden, da ihre 
Coeffizienten unbekannt sind« und man muss daher am Ende der Rech- 
nung a posteriori diese Untersuchung führen oder, kürzer eine einfache 
Probe machen, ob in der That der gefundene Werth von y n der ge- 
gebenen Differenzengleichung genügt. Wäre z. B. die Differenzcn- 
gleichung 

yn+i = ny n 
zu integriren, so ist durch Multiplikation von f* und Addition für 
« = 0,1,2,3, .... ; 

yi + y*t + vz* 1 + M Z + 

= * jyi + 2y 2 r + 3y 3 f* + 4jtf a + ....J 
d. i. unter Voraussetzung von w = y % ■+" y t t Hf* y % t 2 + . . . ? 

t ~~ dt 
hieraus erhält man zunächst 

dt du 



r u-yj, 
ferner durch Integration beider Theile : -'•••:. 

< «7-i-i.- l(u-y.) -'" 

! r i i 

und daraus •" i' 

Es wäre nun y n der Coeffizient von t n in der Eulwickeluüg dieses 
Ausdruckes nach steigenden Pptemen von. n; eine sojdke Entwicke- 

lung existirt aber gar nicht, 'wie dem Ausdrucke «~T leicht anzuse- 
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hen ist, und daher kommt man hier zu keinem Ergebnisse. Dieses 
anscheinend befremdliche Resultat erklärt sich sehr einfach aus der 
Bemerkung, dass y» = C.l.2.3 . .(n-1) das Integral unserer Diffe- 
renzengleichung ist und die Reihe t + 1 . f * + 1 . 2 . t* + 1.2. 3.** 
+ ... mithin auch die Reihe y % + y ± t + y t P + yj? + ... für 
alle t divergirt; es war mithin die Voraussetzung, dass die Summe 
dieser Reihe eine bestimmte Funktion u von t sein sollte, eine völlig 

unrichtige. Setzt man dagegen y n = —, so geht die gegebene Dif- 

ferenzengteichung in die folgende z n ±= (n + l)*»+i über, welche for- 
mell in der inNo. 3') behandelten nicht verschieden' und nach dem 
besprochenen Verfahren integrirbar ist 

Die bisher entwickelten Integrationsmethoden enthalten alle die 
Blittel, deren man sich zur Zeit bedienen l^ann, um Aufgaben über 
die Differenzengleichungen zu lösen. Man wird von selbst bemerken, 
dass keine dieser Methoden eine vollständig durchgreifende und unter 
allen Umständen zum allgemeinen Integrale führende ist und man 
kann daher nur wünschen, dass eine solche Methode noch erfunden 
werden möge. Noch ungleich fühlbarer ist dieser Mangel eines allge- 
meinen Verfahrens in dem Falle, wo die Differenzengleichung den er- 
sten Grad übersteigt; eine nur einigermassen allgemeine Methode zur 
Integration derartiger Differenzengleichungen existirt bis jetzt gar nicht 
und man muss daher in jedem einzelnen Falle durch einen besonde- 
ren Kunstgriff, wie ihn eben die Natur der gegebenen Differenzenglei- 
chung zulässt, die Integration zu ermöglichen suchen. Glücklicher- 
weise kommen Differenzengleichungen höherer Grade nur so äusserst 
selten vo£ , dass die bezeichnete Lücke der theoretischen Wissenschaft 
keinen Bedeutenden Nachtheil für die Praxis herbeiführt. 

DifTerenzenglelcltungen mit zwei unabhängigen 

Variablen. 

Sowie man jede Differenzengleichung mit einer unabhängigen Va- 
riablen als die Aufgabe betrachten kann: „aus einer Rekursionsfor- 
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mel zwischen einigen der Grössen y % , y, ' , y t , . . . y x , y x +\ etc. 
die independente Form ton y x herzuleiten \ so lSsst sich auch jeder 
Differenzengleichung mit zwei unabhängigen Variablen eine ähnliche 
Bedeutung unterlegen, welche von der Betrachtung der Reihen mit 
doppeltem Eingange hergenommen ist. Eine solche Reihe bilden z. B. 
die Binomialcoeffizienten, welche in der nachstehenden Tabelle zusam- 
mengestellt sind. 
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X 


Vx 9 % 


Vx>i 


Vxtt. 


Vx>z 


&*m 


y*,$ 


• • • 


y*>* 



Hier enthält die erste Vertikalreihe links (1 ,2,, 3, ..so) die Exponen- 
ten und die erste Horizontalreihe (1 , 2 , 3 , ... t) die Indices, so dass 
also y x $ t den Coeffizienten von a* in der Entwicklung von (1 + a) x 
darstellt. Die obige Doppelreihe ist gebildet mittelst folgender Re- 
geln ; erstlich findet die Relation 

i) yx+i >i+% = y* > *+i + y* > < 

statt, zweitens ist immer y x , * =s 1, welchen Werth x haben möge 
und endlich y x , % = , sobald 1\> x wird. Hier kann man nun 
die Aufgabe stellen, aus der Rekursionsformel in No. 1) die. indepen- 
dente Form von y x , t herzuleiten und diese Aufgabe ist keine andere 
als die der Integration der Differenz$ngleichung 1), welche zwei un- 
abhängige Variablen (x und t) .besitzt. Auf gleiche Weise lässt sich 
jede Differenzengleichung zwischen zwei Variablen «interpretiren und 
zugleich ersieht man leicht, dass jede derartige Gleichung, wenn sie 
vom ersten Grade und der nten Ordnung sein soll, unter folgender 
Form enthalten ist: 
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fy X9t + Qyx+x>t + Ry*+2it + ... + Tyx+n,t 
+ (yyx,t+i + &'y*+t > t+t + ••• + y W»M+i 

+ R"y*>t+« + ... + r"y*+n,,+ 2 



= o 



+ TWyx+n $ t+n 

Worin P,0, .. T, Q',R'..T' ,R"..T", ...1« Funktionen von x 
und f bezeichnen. Da es keine allgemeine Methode zur Integration 
dieser Differenzengleichung giebt, so wollen wir wenigstens dasjenige 
Verfahren auseinandersetzen, welches den direktesten Weg zur Inte- 
gration selbst einschlägt und in den Fällen, wo die Gleichung nicht 
gar zu complizirt ist, auch gewöhnlich zur Kenntniss von y x , t führt. 
Dieses Verfahren besteht ganz einfach darin, der Reihe toacb y Xti , 
Vx,i>yx,z f etc. zu bestimmen, daraus durch Induktion die Form 
von y x ,t zu erschliessen.und über die Richtigkeit derselben durch die 
gegebene Differenzengleichung- selbst zu entscheiden. Es wäre nicht 
schwer, diese Methode in Zeichen genauer darzustellen, da aber die 
hiermit verbundene Weitläufigkeit 4er Deutlichkeit wenig nützen würde, 
so ziehen wir es vqr, dieselbe an einigen Beispielen zu erläutern. 
I. Es sei folgende Doppelreihe gegeben. 
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Vx,t 



in welcher erstlich die Beziehung 

2) y*+i,M-i = y*,t+\ + (x-\-t)y*>t 

statt findet und ausserdem y x , o = 1 ist für jedes x und y x 1 1 
sobald t = x wird. Nehmen wir zuerst t = 0, so folgt 



= 0, 



2*4 

y*+i,i == y*A + * 

d. b. Jy* ti = x 
und hieraus folgt sogleich wegen Jx = 1 

3) ,„., = Jm = -*^ + (7. 

Die Constante ist aber Null, weil überhaupt y t ,t = ist und unser 
Ausdruck für <r = 1 sich von selbst annullirt. Nehmen wir jetzt in 
No. 2) t = 1 ; so folgt unter Benutzung des so eben gefundenen 
Resultates 

. . A (x + l)x(x-l) 

und daraus ergiebt sich durch Integration 

Qp + l)a;(*-l)(*-2) 

*) y*,i = 574 

wo keine Constante hinzuzufügen ist, weil y ltl = wird, wie es 
sein muss. Aus No. 2) folgt weiter für t = 2, 

y*-H,a = y*.a + (a? + 2) ^ g 4 

, . A ' (x + 2)(x + l)x(x-l)(x-2) 

d. l. 4y*,% = gTl"' 

und durch Integration 

*\ .. - (« + »X* + ! )«( *- A)(*-2)(»-3) 
*) y*,a 2T4T g ■ . 

Vergleicht man die Ausdrücke für y Xti , y*,i > y*,» in No. 3), 4) und 

5) mit einander, so sieht man sich zu der Erwartung berechtigt, dass 

(x + t-l)(x+t-2)..(x + l)x(x-l)...(x-V 
ö) y*,t - 2. 4. 6... (2fl 

sein werde und da dieser Ausdruck in der That die gegebene Diffe- 
renzengleichung befriedigt, so bildet er das gesuchte allgemeine Glied 
in der aufgestellten Doppelreihe. 
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Die nachstehende Doppelreihe 
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Vx,t 



ist nach folgenden Gesetzen gebildet: man hat erstlich die Rekur- 
sionsformel 

7) y* +1 ,<+i = (*+ l)y*,*+i + y x ,t 

ferner ist y Xfi = 1 und y x ,t = 1 wenn t = x. — Nehmen wir 
in No. 7) zuerst t-= 1, so folgt 

Dies ist eine gewöhnliche Differenzengleichung erster Ordnung mit 
konstanten Coeffizienten ; integrirt man dieselbe nach dem in §. 3. 
auseinander gesetzten Verfahren, so folgt 



*..-*(* -4) 



wo C die Integrationskonstante bedeutet. Da y Xt% — 1 ist, so folgt 
füra?=2,l=4C — 1 oder C = -£- und mithin 

8) y*, 2 = i (2* — 2). 
Aus No. 7) ergiebt sich nun weiter für t = 2 unter Benutzung des 
gefundenen Resultates * 

y*+i,3 = %*, 3 +± (2* -2). 
Um sie rasch zu integriren setzen wir y XtZ = 3 w u x , so wird 



Ux+t = Uar + 



M*r-(Tji 
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und daraus findet sich »eglerch durch Integration 

und 

y Xt3 = (73* — £2* + -H*. 
Die Constante C bestimmt sich durch die Spezialisirung x r= 3, wo- 
durch y XtZ « y,, 3 = 1 wird. Es ergiebt sich C «= -|- und man 
hat dann 

9) y* tZ = 2^3 (3*- 3.2* + 3.1*). 
Für f = 3 liefert die Gleichung. 7) die weitere 5pezialgleichung 
y*+i,4 = 4^,4 + 2^3 0* - 3 . 2* + 3 . 1*), 

welche mit Hülfe der Substitution y^ 4 = £*v x leicht zu integriren ist. 
Führt man die kleine Rechnung aus und bestimmt am Ende den 
Werth der Integrationskonstanten, so findet man ohne Mühe 

y*,4 = 2 3 4 (4*-4.3* + 6.2*-4.1*) 

und we*m man nun die bisherigen Werthe von y& tt , y Xßt , y ÄJ>1 ,^ >4 
mit einander vergleicht, so gelangt man induktorisch zu der Formel 

10) »*- |S= 1.2?3..r 1**— ^- 1 )* + VJ — 2) # — —j 
wobei t t , t 2 , t z , . . die Binomialkoeffizienten t , \t{f — 1) , 
\t(t — l)(f — 2) etc. bedeuten. In der That befriedigt die vorste- 
hende Annahme für y x>t die in No. 7) aufgestellte Differenzenglei- 
chung, wovon man sich durch eine leichte Rechnung überzeugen 
kann, und es ist somit das allgemeine GHed der gegebenen Doppel- 
reihe durch die Formel 10) independent bestimmt. 
III. Die zu integrirende Differenzengleichung sei 

und darin a Xt t eine gegebene Funktion von x und t. Nehmen wir 
zuerst t = 0, so folgt 
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oder 

und hieraus durch Integration 

Aus No. 11) wird nun weiter für t = 1 

oder 

und durch Integration 

Man wird auf der Stelle dea weiteren Portgang dieses Verfahrens er- 
kennen, durch welches man lur jf*,* die Formel 

12) y Xft = 2a X9 t-\2a s ,t-%"'2ax 9 i2a x ,iyx t * 
erhalt. Sind keine näheren Bestimmungen über die Anfangsglieder 
der durch die Differenzengleichung 11) charakterisirten Doppelreihe 
gemacht, so ist y Xt% noch unbestimmt und kann daher als eine will- 
kührliche Funktion von x betrachtet werden , ebenso unbestimmt blei- 
ben auch die Copstanten, welche man jeder einzelnen in No. 12) an- 
gedeuteten Integration beifügen kann. In dem Falle wo a Xtt eine 
constante Grösse etwa k ist, vereinfacht sich der Ausdruck 12) sebr 
und giebt 

wo man nun 2£üy Xt% nach den Lehren des §. 16. m II. transformi- 
ren kam*, we»ri ma» y Xt% mit <p(x) bezeichnet. — Man erkennt ans 
diesem Beispiele, dass das Integral einer Differenzengleidrang erster 
Ordnung zwischen zwei Variablen eine willkührliche Funktion enthält 
und wird sich leicht überzeugen, dass überhaupt immer soviele will- 
kührliche Funktionen vorhanden sein müssen, als die Ordnung der 
Differenzengleichung Einheiten zählt. Man hat ü* dieser Bemerkung 
ein Kriterium, ob ein gefundenes Integral da» aUgAmetee Integral de* 
Differenzengletchung oder uur ein partikulaie* ist. 
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§, 10. 

Fortsetzung. 

Wenn die zu integrirende Differenzengleichung nur konstante 

» 

Coeffizienten besitzt, so kann man noch auf einem anderem Wege zu 
ihrem Integrale gelangen. Um dies zu zeigen betrachten wir zuerst 
die Differenzengleichung 

1) Ajjstt + A'yx+t^ + By*,t+i + äWi,i-K = 
und nehmen hier die Substitution 

2) y m , t = *a*ß* 
vor, wobei a , a und ß noch unbestimmte Konstanten bezeichnen. 
Die gegebene Differenzengleichung verwandelt sich dann in die alge- 
braische Gleichung 

3) A + A'a + Bß + B'aß = 

woraus folgt 

A + A'a 
P ~ B + B'a 

und dies giebt denn als Integral von No. J) 



/ A+A'a\* 



wo nun a und a noch ganz beliebig sind. Trotzdem ist aber unser 
Ausdruck nicht das allgemeine Integral der gegebenen Diflerenzenglei- 
chung, weil er keine willkührliche Funktion von x enthält; man ge- 
langt jedoch zu dem allgemeinen Integrale auf folgendem Wege. Es ist 
identisch 

und da man «jederzeit so gross nehmen kann, dass gleichzei- 
tig A'a > A und B'a >> B ist, so lassen sich der zweite und dritte 
Faktor rechter Hand in Reihen verwandeln, welche nach Potenzen von 

— fortschreiten. Man kann daher 
et 
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4) l- Ä + Ä ' a \ 
*' \ B + B'aJ 



setzen, worin die mit T bezeichneten Koeffizienten nur von A , A' , 
B , B' und t abhängen. Diese Schlüsse erleiden jedoch eine kleine 
Modification, wenn eine der Grössen A , A 1 % B , B' verschwindet. 
Für A s 6 ändert sich nichts wesentlich, für A 1 = wurde 

= !>-<■+ T x ar*-* + V""^ 2 + 

zu setzen sein, für # =. bleibt die Form 4) richtig und für B 1 — 
hätte man 

= Tttf + T i a^ i + r a a'-* + 

Die drei verschiedenen Formen 4), 5) und 6) lassen sieh leicht in 
eine einzige zusammenfassen indem man 



'> {-#%) 



=r T 9 al" + Ttcfl"^ 1 + V*- 2 +• 

setzt, wo fi entweder = oder = — 1 oder = + 1 ist. Es 
wird jetzt 

y Xtt =. TtacP+t** + T i aa x ^ t - i + T^aa 9 ^ 1 " 2 + ... . 

Da die Konstanten a und « noch willkührlich sind, so können wir 

* * 

der Reihe nach auch 6 und ß , e und y etc. an ihre Stelle treten las- 
sen und erhalten so weiter 

V*,t — W + ' t " + TW+t"- 1 + Tibp+C-* + ... 

y*.< = T,cy*+(" + r lC y*+A"-' + T lC f+f<>-* + ... 

Man übersieht weiter, dass diese verschiedenen Werthe von y x>t eine 
Reihe partikulärer Integrale darstellen und dass daher das allgemeine 
Integral au* ihrer Summe bestehen muss. So wird denn 
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+ r i (ao*+f"- f + bß'+f«- 1 + cy*+t"- 1 + ...) 
+ r 2 (ao*+^- 2 -f bfF+l"- 1 + cy*+l"- 2 + ...) 

+ 

wo jede der in Parenthesen stehenden Horizontalreihen von der Form 

aa u + ty?" + c/* + 

ist. Da hierin a , 6 , c , ... und ebenso a , ß , y ... völlig will- 
kührliche Grössen sind , so darf man die Summe dieser Reihe als eine 
wiJlkührliche Grösse von u betrachten uad demgemäss mit cp(u) be- 
zeichnen; so ergiebt sich jetzt das allgemeine Integral 

8 ) *,*=- *W>(*+,u) +T t q>(x+tit-l)+T % q>(x+id-2) + ... 
Die Bedeutung der hier vorkommenden willkührlichen Funktion ff ist 
leicht zu erkennen; für t = nämlich wird 

y*,o = r t »(«) + *ip(*-i) + r 2 <jp(«-2) + ..... 

oder weil T = 1,7, = r 2 «s T, ... äs ist, wie man aus der 
Gleichung 7) für f — ersieht, 

so dass man also statt der Formel 8) auch die folgende nehmen kann 

welche nun das allgemeine Integral der Gleichung 1) darstellt. 

In den beiden Fällen B = und B 1 = kann man die Werthe 
von T Q , T t , T 2 , ... ohne Weitläufigkeit entwickeln; für B = 
hat man nämlich 

/ A + A'aV I A'\'U , A IV, 

(-ri^l-A-Fj^ + x-«) 

und wenn — — = a , -p = 6 gesetzt wird , so ist dieser Ausdruck 

= f § a' + Uofh — + ua l b* r-x -4- 

als* /e = , T = f a' , T t « ^a'6 , 3T Ä = t t a % b* etc. und folglich 

10) y* t =■• a' jt*y«,o + hty*-t.% + •..+. WUs-t^ 
wobei t als ganze positive Zahl vorausgesetzt ist. 
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Für ß' = hat man 

A 1 A 

und für — — . = a , -77 =■- 6 ist dies 

Daraus folgt fi = + 1 , und überhaupt 

11) y*.t = a* jf § t/j;+<,e + *ity.t+*-t,§ + ••• + ^*»§| 
wobei t wieder als ganee positive Zahl vorausgesetzt worden ist* 

Mit einer kletoett Modifikation ist die Integratiorismethode, welche 
-wir hier auseinandergesetzt haben, auch auf Gleichungen von hähereti 
Ordnungen annehmbar. Um z. B. die allgemeine Differenzengleichung 
zweiter Ordnung mit konstanten CoeffiEierileA 

A x ,t + A'y s + ißt + A"y*+2;t \ 

zu integriren, setzen wir wieder 

12) y x .t = aa*ß< 
und erhalten jetzt zwischen et und /? folgende Relation 

13) i + A'ct + i"« 2 ! 

*± Bß + B'a® = 

; ■ ■ ; .+ r/j»i 

Wollte man diese Gleichung ebenso behandeln, wie es früher mit der 
Gleichung ä) geschah, also ß durch a ausdrücken, so würde man auf 
grosse Weitläufigkeiten stossen ; : diese lassen sich einigermassen um- 
gehen, wenn man der Reihe nach 0» , ß* , ß' ; .... P ^rch a und 
die erste Potenz van ß darstellt. Man bat nämlich 

P ( + (B + B'a)ß 5 

ferner jJ 3 = £* • als« 

■ (A . A+.A'a + A»# g 

P — r. r 



C~ ß 

wo man den Werth von ß % aus der vorigen Gleichung substituiren 
kann. Auf gleiche Weise erhält man nachher ß* = ß z *ß> indem 
man für ß 2 wieder die erste Gleichung substituirt Indem man so 
fort geht ersieht man die Möglichkeit tf unter folgender Form dar- 
zustellen: 

P = r , + T it0 a + T t , e a* -f ... + T ttg a< 

+ T 0fl ß + T iti aß + T lti a*ß + .. + T^ fi a^ß 
wobei die mit T bezeichneten Coeffizienten nur von A , A* , A u , 
B , B* , C und t abhängen. Hieraus folgt nun durch Multiplikation 
mit aa?, 

y*.t «= T , 9 aa* + Ti^aa*** + ... + T t>9 aa*+< 

+ T 9ti aa*ß + T it% aa^^ß + .. + T*-+, t aa!«+- % ß; 
Man bildet nun aus diesem partikulären Integrale unserer Differenzen- 
gleichung das allgemeine Integral derselben, indem man an die Stelle 
von aa* eine willkührliche Funktion von x etwa (p§(x) und ebenso 
an die Stelle von aa x ß eine zweite beliebige Funktion q> x (x) treten 
lässt ; es wird dann 
14) y x ,t = T , § f (x) + T ltQ (po(x+l) + ... + T t , % q> % {x+t) 
+ Tn<p t (x) + T iM% <p t {x+l) + .. + T t - ipi <p t (x+t—\). 
Die Bedeutung der Funktionen <jp (#) und (p^x) ist leicht zu erken- 
nen; denn für t = reduzirt sich ß* auf 1 und mithin verschwin- 
den alle T bis auf das erste T 0fQ = 1; daher folgt jetzt aus No. 14) 

y.v t0 = q> (x) 
für t =- 1 dagegen wird ß* = ß und mithin annulliren sich wieder 

alle T mit Ausnahme von T Qti == 1, so dass jetzt 

»*,i = 9i(») 
folgt. Demnach kann man die Gleichung 14^ auch in folgender Form 

darstellen : 

15) Vx $ t = 3T >©y*,o + Zi*o3f*+i»« + ••• + Zf*t!fe+i,o 

Ganz auf dieselbe Weise lässt sich die Differenzengleichung nt*r örd- 
nnug 



iß) %«,< + a'vx-h ,t + A"y*+i,t + ••• + ^ w **f«.i' 



behandeln. Man setzt nämlich zunächst 

y = aa*/F 
und findet dann für a und ß die Bedingungsgleichung 
4 + A'a + 4"« 1 +...•+ 4^a Ä 
+ Bß -f Ä'a/S + . . . + BO*-Da*-i/j 

+ Ca/J» -f ... + C<»-^a«-v4 =* 



+ Nf 

welche dazu dient um ß* durch die gegebenen Coeffizienten und durch 
a , a 1 , ... a* , ß , ß 2 , ... /P 1 "" 1 auszudrücken. Multiplicirt man 
die so entstandene Gleichung (/?" = etc.) mit ß, so erhält man links 
ß"+* und rechts kommt auch ß* vor, welches man vermöge der eben 
angedeuteten Gleichung für ß* wieder durch die niedrigeren Potenzen 
Ton ß ausdrückt. Nochmalige Multiplikation mit ß und nachherige 
Substitution von ß* führt dann weiter zur Kenntniss von ß*+* und in- 
dem man so fortschreitet, kann man ß* für t > n — 2 auf folgende 
Weise darstellen: 

17) /* = r , + r 1# o + t*,«* 1 4- .... + w 

+ T 0fi ß + 1^00» + ... + T t -. iti a*-*ß 



MuHiplizirt man dies mit aa x , so erhält man ein partikuläres Integral 
unserer Differenzengleichung und man leitet hieraus das allgemeine In- 
tegral ab, indem man an die Stellen von 

aa* , acc*ß , acPß 2 , .... 
d. i. willkührliehen Funktionen 

treten lägst, so ergiebt sich das allgemeine Integral: 



/ 
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18) y*,t = 2o,oyo(^) + r,, (* + 1) + r,,o9Po(* + 2) 

+ *o.i?i(*) + ri.i*M» + l) + ••• + T^, t g>t(s + t— 1) 

+ Zo.ifefr) + ... + r,_ 1>2 qp,(»+t— 2) 



+ r t _ -+l ,_ 1 9v-,(*+t— » + i). 

Um die wiUkührlichen Funktionen zu bestimmen nehmen wir der 
Reihe nach < = , 1 , 2 , . . . n — 1, wodurch ß* in 1 , ß , ß* , 
... ß*-* übergeht. Mit No. 17) verglichen, folgt daraus, dass den 
Fällen ( = , 1 , 2, ... »- 1 I die nachstehenden Gleichungen 
entsprechen : 

^0,0 s=s 1 » ^1,0= 0, T 2>0 =■ 0, .... 
2o,i ^ ö » y j,i = 1 > r 2,i = , .... 

etc. 

• * » 

und wenn man jetzt diese Substitutionen in der Gleichung 18) vor- 
nimmt, so ergeben sich der Reihe nach die Formeln 

yx,o =* <po(#) » y*,i =■ 9>i(#) * y*,« = y 2 (») etc., 

wodurch die mit 9 bezeichneten wiUkührlichen Funktionen ihre Be- 
stinpuroung finden. Es ist dann nach No. 18) 
yxi* = r o,o&r,o + ^i>oy*+i,o + *2,0$*+2,0 

• • •• + ' • 

das allgemeine Integral der Differenzengleichung 16). Die Integrations- 
methode, welche wir hier auseinandergesetzt hal^n, kann zwar auf 
<fen Namen eiiw?r allgemeinen Absprach HK>Ghqq (vorausgesetzt* , dass 
die Differenzengleichung konstante Koeffizienten b$ftitzt und dm j ersten 
Grad nicht übersteigt), doch dürfen, wir picht verhehlen, dass die- 
selbe mit einer wahrhaft ermüdenden, WeHlfiu0fkj}it verfaulten sein 
kann , indem die Bestimmung der, mit I bezeichneten Funktionen der 
Coeffizienten nur durch suocfl&sivß Eü*iiaatfoa qlso nicht independ^Pt 
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geschiebt, was die Wahrnehmung ihres Bilduttgsgesetzes meistens 
sehr erschwert. Dagegen bietet die besprochene Methode den Vor- 
theil, dass man wenigstens die Form des gesuchten Integrales erfährt 
und man kann sich dies iü so fern zu Nutze machen, als es in man- 
chen Fällen nicht so schwer ist, in der im voraus aufgestellten allge- 
meinen Form die Grössen T rückwärts durch einen dem besonderen 
Falle angepassten Kunstgriff zu bestimmen. 



§♦ 11. 

JMflTerensengleichiragen mit mehreren unabhängigen 

Variablen» 

Sowie eine Differenzengleichtmg mit zwei unabhängigen Verän- 
derlichen ah die Rekursionsformel angesehen werden kann, welche 
zwischen den Gliedern einer Doppelreihe statt findet, so lassen sich 
Differenzengleichungen mit drei , vier und mehreren Variablen als Be- 
Ziehungen zwischen den Gliedern von Reihen mit drei-, vier- und 
überhaupt mehrfachem Eingange auffassen. Im Allgemeinen ist die 
Integration solcher Gleichungen ein im hohen Grade verwickeltes Ge 
schäft und man kann es daher als ein Glück ansehen, dass sie nur 
sehr selten vorkommen. Dts Verfahren selbst ist im Ganzen dasselbe 
wie bei den Differenzengleichungen mit, zwei Veränderlichen, nur dass 
es hier der Natur der Sache nach noch weitläufigere Rechnungen er- 
fordert wie dort. Man bestimmt nämlich die unbekannte Funktion 
Vx,t,% dreier Veränderlichen dadurch, dass man successiv aus 2^,0,0 
erst y*,o,| *.ar«,o,». > ••- y*,o,H ableitet und darauf *, t .« »»»,»,» , 
... y*,t,u der Reihe nach entwickelt. Dieselbe Methode ist auch auf 
eine grössere AnzahJ von Variablen anwendbar. Nur in dem einen 
Falle, wo die Differenzengleichung konstante Coeffizienten besitzt, kann 
man sich eines Verfahrens bedienen, welches dem im vorigen Para- 
graphen benutzten völlig analog ist und dies wollen wir noch an ei- 
nem einfachen Beispiele zeigen. 

Die gegebene PiQerenzengleichung mit drei Veränderlichen sei: 



\ 
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+ *"y*,<,«+t + C"y*,<+i,«+i 

= o 

so nehme man y*,*,« = acr t ß t y*, wo a , a , ß , y noch unbe- 
stimmte Konstanten sind; man findet jetzt durch Substitution, dass 
die gegebene Differenzengleichung in die folgende zwischen a , ß , y 
statt habende Bedingungsgleichung übergeht; 

A + Ba + Caß + Da/?y) 

+ 0'0 + C'ay [ = 

+ B"y+C"ßy • / 

aus welcher man für y den Werth 

A -f Ba + fl'0 -f Ca/? 

y - j?"-f £*« -f C"0 + 0a/? 

erhält. Es ist daher, wenn dies in y Xyt>u -=* aa*ß t y* eingeführt 

wird, der Ausdruck 

*<»l A + Ba + B'ß + Caß\ u 

ein Integral unserer Differenzengleichung nnd zwar ein partikuläres, 
weil keine willkührliche Funktion darin vorkommt. Giebt man y die 
Form 

C 4- — + — 4- — 

_ _ __« ß < *ß 

y f*i ■ />/ j*h " , 

c + -^ + J+Tß 

so erkennt man leicht, dass sich y u unter folgender Gestalt darstellen 
lässt : 

■+ ^o,! J + 0i,i aß + ^ aV + "* 

+ 0«,a lf5 + 01, a a ^2"^'** 

•~t" 0# , 3 ~js + • • • • . 

+ etc. 



/ 
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wo die mit U bezeichneten Coeffizienten nur von den gegebenen kon- 
stanten Grössen A , B , B' , B" , C , C , C" , D und von u ab- 
hängig sind« Unser partikuläres Integral nimmt jetzt die folgende 
Form an: 

— y*,t,u = U 9 , f a*ß< + U it0 a*-*ß< + U 2t0 a*~*ß< + ... 

+ U, ti a*ß'-i + #,,,«*-'/*'-* + ... 

+ U 9 , 2 a*ß<-* + ... 
+ etc. 

Multiplizirt man mit a herüber und lässt jetzt an die Stelle von 

aa x ß l 
eine willkührliche Funktion von x und t treten, so geht unser par- 
tikuläres Integral in das allgemeine Integral über nämlich 

y*,t,u= U Q>0 (p(x,t) + U i>0 (p(x — l,0 + V 2 ,o<P(x—2,t) + ... 

+ U §fi <p(x 9 t— 1) + U iti <p(x— l,f— 1) + ... 

+ Ve,M*>t—2) + ... 
+ etc. 

Setzt man in dem Werthe von ß* speziell u = 0, so wird ß* = 1 
und mithin 

#0,0 = 1 » #1,0 = #1,0 = #s,e ... - 

#©,i = #1,1 ™ #i,i ... = 

#«,2 = #1,2 ••• =.0 
etc. 

und wenn man dies für die obige Gleichung benutzt , indem man 
auch dort u = setzt, so wird 

d. h. es findet die willkührliche Funktion q> ihre Bestimmung. Man 
kann demnach dem allgemeinen Integrale auch die nachstehende Form 
ertheilen : 

y*,«,« = #o,e!fe,t,§ + #i,#y«— 1,<»§ "f" #i»i>y»-2,r,§ + ... 

+ #e.iy«.t-i.» + #i,iy*-i,^-i,« + ... 

+ #§,iy*,t— 1,0 -f- ... 
4- etc. 
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Zur Vervollständigung dieser Auflösung würde noch gehören, dass 
man die Werthe der mit U bezeichneten Coeffiaenten durch A , B , 
V , B" , C , C 1 , C" , D und U ausgedruckt entwickelte; dies 
würde jedoch zu einem äusserst- weitläufigen Calcül führen, wenn 
nicht mehrere der genannten Coeffizienten = sind. Auch hier be- 
steht demnach der Vortheil, welcher die Methode darbietet, haupt- 
sächlich nur darin, dass sie die Form des Integrales kennen lehrt und 
es wiederholt sich daher die Bemerkung, welche wir schon am Ende 
des vorigen Paragraphen gemacht haben. 



Literarhistorisches« 



MPas erste Werk, in welchem eine systematische Darlegung der 
Düferennengleichung versucht wird, ist: Methodus inerementorum di- 
recta et inversa, auctore Brook Taylor, Londini 1718, dessen 
Studium nur leider durch die unbequeme Bezeichnung etwas er- 
schwert wird. Eine wichtige Erweiterung erhielten jene Anfange bald 
nachher durch die Schrift: Methodus differentialis , sive tractatus de 
summatione et interpolatione serierum infinitarum, auctore Jac. 
Stirling, Londmi 1730, welche reich an Untersuchungen über die 
Summirung, Interpolation und Transformation der Reihen ist. Hier 
kommt u. A. die hafbconvergente Reihe für 1(1. 2. 3.., p) zum ersten 
Male vor und die betreffende Formel führt auch jetzt gewöhnlich noch 
den Namen ihres Urhebers. Neuere Darstellungen der Differenzen- 
rechnung sind die von Buter in seiner Differenzialrechnung , von Bos- 
sut in der EneydopMie methodique (Artikel differences finies), von 
Lacroix im dritten Theile seines Traiti du calcul diffirentiel et du 
ealcul integral, Par. 1819 (Motto: Tantum series juncturaque poltet ; 
Borat.), von Sehweins in seiner der combinatorischeu Schule angehö- 
renden Theorie der Differenzen und Differenziale, Heidelberg 1825 
und von Oettinger in seinem Differenzial- und Differenzen- Calcul; 
Mainz 1831. Was die einzelnen Lehren der direkten und indirekten 
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Differenzenrechnung anbetrifft, so haben wir der Reihe nach folgen- 
des zu erwähnen: 

Der Gedanke, die Formel f(x-\-sh) = f(s) + s t Jf(x) 
+ s 2 J 2 f(x) + etc. in eine andere umzusetzen, welche nicht mehr 
Differenzen,' sondern Differenzialquotienten enthält, gehört Taylor an, 
seine Ausführung aber blieb bisher immer mangelhaft, weil man auf 
den Rest der Reihe keine Rücksicht nahm; die in §. 6. gegebene 
Darstellung vermeidet diesen Fehler auf die von J. Caque in Liou- 
ville's Journal de Mathematiques Octobre 1845 pag. 379 angegebe- 
nen Weise. 

Die symbolischen Formeln, welche wir für die höheren Differen- 
zen der Funktionen einer oder mehrerer Variablen mitgetheilt haben 
sind Schöpfungen von Lagrange und Laplace, worüber man die Me- 
moires de l'Academie de Berlin 1772 und die Theorie analytique des 
probabilites Livre I. Capp. I. und 11. nachsehen kann; der letzte 
grosse Analytiker hat dergleichen Formeln auch für die Summen auf- 
gestellt, z. B. 

:g00(tft) a (e^*— l)-*i* 

worin überhaupt D x "~ k u für I udoefi zu rechnen ist; diese und ahn- 



,ß 
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liehe Formeln sind aber nichts weniger als allgemein richtig, denn 
schon der einfachste Fall n = 1 führt im Allgemeinen auf halbcon- 
vergente Reihen, die man ohne gehörige Restbestimmung (wovon in 
Laplace's Formeln keine Rede ist) keiner bestimmten Funktion gleich 
setzen darf. 

Ueber den Rest der von Mac Laurin herrührenden Formel 12 
in §. 11. sind zuerst von Poitson einige scharfsinnige. Untersuchun- 
gen angestellt worden (Mimoires de Vacademe de$ seiendes Vol. IV. 
pag. 571), weitere Betrachtungen finden sich darüber in Cr eile's 
Journal für Mathematik zuerst von Jacobi (Bd. 12« S. 20, de usu 
legitimo formulae summatoriae Maclauriniae) und nachher von 
Malmsten (Bd. 35. S. 55 , sur la formule hu' x = Ju* — -^hJu'x + etc.) ; 
der letzteren sind wir gefolgt, da sie ihren Gegenstand erschöpft. 



V 





241 

Die schönen Formeln zur Verwandlung der endlichen Integrale 
in einfache bestimmte Integrale §§. 14, 15. und 16 im zweiten Theilc) 
verdankt man dem genialen Abel {Oeuvres completes de Abel, tome IL 
No. VII); dass die Coefllzienten, welche in jenen Formeln vorkom- 
men (S. 173) so nahe mit den Fakultätencoeffizienten verwandt sind, 
scheint dem Verfasser entgangen zu sein. 

Ueber die etwas weitläufige Lehre von der Integration der Dif- 
ferenzengleichungen findet man die tiefsten Untersuchungen bei La- 
place (Memoire* presentes tome VI et VII, Memoires de l'academie 
des sciences 1773 und theorie analytique des probabilües) zu deren 
Studium das vorliegende Werk als Vorbereitung dienen möge. 

JUN 1 7 1916 
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